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VORWORT. 



Die hier gebotene Darstellung der Hauptsätze der Differenfial- 
und Integralrechnung war ursprünglich für die Studierenden an 
der hiesigen technischen Hochschule bestimmt. Sie sollte den- 
selben eine Erleichterung in der Auffassung der Vorlesung über 
Differential- und Integralrechnung bieten, sowie zu Wiederholungen 
des wichtigsten Vorlesungsinhalts dienen. 

Aus dem Absätze, welchen die beiden ersten Auflagen ge- 
funden haben, darf ich indessen den Schluls ziehen, dafs das Buch 
auch aulserhalb der hiesigen Hochschule eine ausgedehntere Be- 
nutzung gefunden hat. Deshalb habe ich bei der vorliegenden 
dritten Auflage eine vollständige Umarbeitung vorgenommen, da- 
mit die Besonderheiten der hiesigen Unterrichtsanordnung nicht 
mehr allzu stark hervortreten. 

Ursprünglich war das Buch in drei Heften erschienen, welche 
sich an den hierselbst bestehenden dreisemestrigen Vorlesungs- 
zyklus anschlössen. Da aber sachliche Gründe nicht für die Bei- 
behaltung dieser Dreiteilung sprachen, so habe ich sie nunmehr 
aufgegeben und lege die Neuauflage des Buches in einem einzigen 
Bande vor. Bei der Darstellung selbst habe ich, abgesehen von 
zahlreichen kleineren Abänderungen und Besserungen, eine Reihe 
von tiefer greifenden Umstellungen und Ergänzungen vorgenommen, 
wobei natürlich auch die in den letzten Jahren gesammelten Unter- 
richtserfahrungen mitgewirkt haben. Speziell erwähne ich, dafs 
ich, einer Anregung mehrerer technischer und mathematischer 
Kollegen folgend, eine Besprechung der Definition und der Grund- 
eigenschaften der hyperbolischen Funktionen aufgenommen habe. 

414484 



VI Vorwort. 

Was die eingehaltene Strenge der Darstellung angeht, so habe 
ich keinen Anlafs gefunden, den Standpunkt, welchen die erste 
Auflage in dieser Hinsicht einnahm, zu verlassen. Herr F. Klein 
hat gelegentlich 1) ausgeführt, dafs „namentlich in solchen Vor- 
lesungen, deren Zuhörer von vornherein darauf angewiesen sind, 
sehr wesentlich mit der Anschauung zu arbeiten, also in Vor- 
lesungen für Naturforscher und Ingenieure, der Ausgangspunkt 
notwendig von der Anschauung genommen werden sollte, und dafs 
die Mathematik durch einseitige Überspannung der logischen Form 
in jenen Kreisen viel von der allgemeinen Geltung verloren hat, 
welche ihr naturgemäts zukommt **. Ich zweifle nicht, dafs alle 
diejenigen, welche den Betrieb und die Anforderungen des ünter- 
ricl^ts an einer technischen Hochschule kennen gelernt haben, 
diesen Sätzen ohne weiteres zustimmen werden. Allerdings gibt 
es immer noch Kritiker, welche jene wohlerwogenen didaktischen 
Rücksichten hiebt gelten lassen wollen und selbst von mathe- 
matischen Lehrbüchern, welche für technische Hochschulen be- 
stimmt sind, eine strenge „Arithmetisierung" ihrer Gegenstände 
verlangen. Solche Kritiker werden unzweifelhaft von ihren An- 
schauungen zurückkommen, sobald sie ein wenig tiefer in die 
Bedeutung der Mathematik an einer technischen Hochschule ein- 
dringen. 

Natürlich soll nach wie vor die vornehmlichste Bestimmung 
dieses Buches die sein, als Leitfaden neben den Vorlesungen über 
Differential- und Integralrechnung zu dienen; einen Ersatz dieser 
Vorlesungen vermag dasselbe nicht zu bieten. Zur Darstellung 
gelangt hier gewissermafsen nur das Gerüst jener Vorlesungen. 
Alle näheren Darlegungen und zumal fast alle Ausführungen an 
Beispielen bleiben den Vorlesungen selber vorbehalten. Diese 
Beispiele und anschaulichen Ausführungen wird man einmal der 
Geometrie der KuiTen und Flächen entnehmen, andererseits aber 
auch "aus den Gebieten der Technik und der Naturwissenschaften 
oder aus den Erfahrungen des täglichen Lebens schöpfen. Vor 
kurzem habe ich ausführlich auseinandergesetzt, wie ich mir 
die zweckmäfsigste Ausgestaltung des mathematischen Hochschul- 



^) In dem Vortrage „Über Arithmetisierung der Mathematik'^, veröffent- 
licht in den Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, 
Geschäftliche Mitteilungen, 1895, Heft 2. 



Vorwort. VII 

Unterrichts denke. Es geschah dies bei Gelegenheit eines Vor- 
trages ^), welcher der Einführung der von Herrn F. Süchting und 
mir veranstalteten deutschen Ausgabe von John Perry's „CcH" 
culus for engineers"^ ^) diente. Der vorliegende Leitfaden charak- 
terisiert mein a. a. 0. entwickeltes Programm nach der rein 
mathematischen Seite. Derselbe enthält, wie ich durch persön- 
liche Besprechung mit meinen technischen Kollegen festgestellt 
habe, diejenigen Grundlagen der Differential- und Integral- 
rechnung, welche für das weitere Studium der technischen Wissen- 
schaften notwendig und ausreichend sind. 



^) „Über den mathematischen Hochschulunterricht^ ^ veröffentlicht im 
5. Heft des diesjährigen Jahresberichts der Deutschen Mathematiker -Ver- 
einigung, Mai 1902. 

*) „Höhere Anälysis für Ingenieure^, Leipzig 1902, bei B. G. Teubner. 

• 

Braunschweig, im August 1902. 



Robert Fricke. 
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Einleitnng. 



1. Veränderliche imd unveränderliche Qröfsen. 

Erklärung: Eine Gröfse, welche im Laufe der Zeit verschiedene 
Werte annimmt, heifst eine veränderliche oder variäbde Gröfse oder 
auch Uurz eine „ Veränderliche'^ oder „ Yaridbele'^ ; man 'bezeichnet solche 
Variäbde in der Begel durch die letzten Buchstaben des Alphabets^ 
wie x^ 2/---» ^j Y.,., I, ri ,,. Eine Gröfse, wdche im Laufe der Zeit 
ihren Zahlwert beibehält, heifst eine unveränderliche oder konstante Gröfse 
oder kurz eine ,yKonstante^ ; zur Bezeichnung von Konstanten bedient 
man sich meist der Anfangsbuchstaben des Alphabets a, b..., A^ J?..., 

Zur geometrischen Deutung konstanter oder yariabeler Grötsen 
dient die sogenannte Zahlenlinie, d. i. eine Gerade, deren Punkte, wie 

in Fig. 1 angedeutet ist, als j^l^^ ^ 
Bilder der ganzen Zahlen und 

Brüche gelten. Benutzt man " _ i 5 i l 2 
die Strecke von bis 1 als 

Längeneinheit, so bekommt ^^S- 2. 



5 



z. B. die Zahl - ihren Bild- » b 

7 

punkt rechts yom „Nullpunkte" , und zwar in der Entfernung 

5 3 

— von letzterem; die negative Zahl — — wird ihren Bildpunkt links 

3 
vom Nullpunkte, und zwar in der Entfernung -- von diesem finden. 

Eine Yariabele x heilst unbeschränkt veränderlich, falls sie jeden 
möglichen Wert annehmen kann, falls also ihr Bildpunkt auf der Zahlen- 
linie an jede Stelle gelangen kann. Wird dagegen die Yariabele x nie- 
mals kleiner als eine Zahl a und niemals grölser als eine Zahl b, die 
> a ist, so schreibt man: 

a •<, X '<^b 

und bezeichnet die in Fig. 2 eingegrenzte Strecke der Zahlenlinie von 
a bis b als. das Intervall der Variabden x. 

Fricke, Leitfaden. i 



Einleitung. 



2. Begriff der Funktionen und geometrische Deutung 

derselben. 

Erklärung: Sind zwei Veränderliche x und y derart an eina/nder 
gebunden, dafs zum einzelnen Werte x immer ein Wert y oder eine ge- 
wisse Anzähl von Werten y nach einem bestimmten Gesetze zugehört, so 
hei f st y eine ^ Funktion^ von x. Man sieht das zwischen x und y be- 
stehende Verhältnis so an, dafs man x als die y^unabhängige^ Variäbele 
auffafstj die Funktion y von x aber als die y^dbhängige^ . * 

Der Begriff der Funktion ist der wichtigste Fundamentalbegriff, 
mit dem wir zu arbeiten haben, und auf die Funktionen beziehen sich 
die Operationen der Differential- und Integralrechnung. 

Die für die Rechnung geeignetste Art der Angäbe einer Funktion 
ist diejenige vermöge einer Gleichung, wie z. B.: 

y = 2x -\- 7 oder y = ax^-\-bx-\-c. 

Will man bei einer auf eine oder mehrere Funktionen bezogenen 
Betrachtung unentschieden lassen, um welche besonderen Funktionen 
es sich handelt, so bedient man sich der symbolischen Schreibweise 
y z=zf{x) oder y = g{x), oder auch y = F (x)^ = (p (x) und dergl. 
mehr. Man spricht dann kurz von einer „Funktion /(a?)" oder einer 
„Funktion g(x)"^ u. s. w. Die unabhängige Variäbele x bezeichnet man 
auch wohl als das „Argument^ der Funktion. 

Ist die Gleichung, durch welche man eine Funktion gibt, noch 
nicht nach y aufgelöst, so spricht man von einer unentwickelten oder 
impliziten Angabe der Funktion und nennt in abgekürzter Sprechweise 
für diesen Fall wohl auch die Funktion selbst eine unentwickelte oder 
implizite. Als Beispiel diene die durch die Gleichung: 

y^ — X — 6y -\- 11 = 

gegebene Funktion y von x. Die gleiche Funktion ist als explizite, d. i. 

entwickelte Funktion definiert oder kurz explizite gegeben durch die 

Gleichung: , 

Fig. 3. y = 3 -\- \X — 2. 

~ Als symbolische Schreibweisen im- 

pliziter Funktionen dienen Glei- 
chungen der Gestalt f (x, y) = 0, 
F{x, ^) = u. s. w. 

Um eine geometrische Versinn- 

X ' x^ Achse ^i<^^'^'^9 ^^ Funktionen zu gewinnen, 

benutzt man für gewöhnlich ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem in 
der Ebene, wie es in der analytischen 
Geometrie gebräuchlich ist. Der einzelne Punkt der Ebene bekommt 
eine Abszisse x und eine Ordinate y (vergl. Fig. 3), die wir auch zu- 



Funktionen und ihre geometrische Deutung. 



sammenfassend die Koordinaten x, y des Punktes nennen. Alle Punkte, 
deren Koordinaten ic, y eine Gleichung y =f{x) oder F{x^ y) := 
befriedigen, bilden eine in der Ebene gelegene Kurve ^ wie in der 
analytischen Geometrie gezeigt wird. 

Lehrsatz; Beutet man x und y als rechtwinklige Koordinaten in 
einer Ebene , so stellt die Gleichung y =f(x) oder F(x^ y) = eine 
in dieser Ebene gelegene Kurve dar; diese Kurve benutzt man als geo- 



Fig. 4. 



metrisches Bild der durch y ■= f(x) bezw, 
F(x, y) = gegebenen Funktion. 

So ist z. B. in Fig. 4 die Kurve gezeichnet, 
welche das geometrische Bild der Funktion 
y == x^ — 4 ist. Für zwei Punkte sind in der 
Figur die Werte der Koordinaten in Klammern 
hinzugesetzt. 

Umgekehrt kann man durch eine in der 
x^y- Ebene gezeichnete Kurve immer auch eine 
Funktion y von x definieren. Benutzt man für 
die Zeichnung der Kurve sogenanntes Milli- 
meterpapier, welches mit einer quadratischen 
Einteilung versehen ist, so kann man die zu 
den einzelnen Werten x gehörenden Funktionswerte y aus der Zeich- 
nung näherungsweise sehr bequem ablesen. 




3. Umkelirung oder Inversion der Funktionen. 

Sieht man in der Gleichung y = f(x) nicht wie bisher a?, sondern 
y als die unabhängige Veränderliche an , so wird x eine Funktion von 
y sein. Um diese Funktion explizite darzustellen, haben wir die Glei- 
chung y =f(x) nach x aufzulösen, was x = (p (y) geben mag. In 
dieser letzteren Gleichung wollen wir jetzt noch, damit fortan wieder x 
als Benennung der unabhängigen Variabelen diene, einen Austausch in 
der Bezeichnung beider Variabelen vornehmen. 

Man wird so zur Funktion y = (p(x) geführt, welche die zuf(x) 
„umgekehrte^ oder „inverse^ Funktion heifst. Der Prozefs des Über^ 
ganges von f(x) zu (p(x) heifst „ümkehrung^ oder „Inversion^ der 
Funktion f(x). 

Das Verhältnis von f(x) zur inversen Funktion q) (x) ist offenbar 
ein gegenseitiges, d. h. zu q) (x) ist wiederum f(x) invers. 

Zu einander invers sind z. B. die Funktionen f(x) = a?** und 

n 

q) (x) = yx oder f(x) = x^ — 1 und (p(x) = \x -\- l u. s. w. 

Die zu y = f(x) gehörende Kurve liefert dadurch die Werte der 
Funktion x = (p(y), da£s man für gegebene y die Werte x der zu- 
gehörigen Abszissen an der Kurve abmilst. Der nachherige Austausch 

1* 




4 Einleitung. 

der Bezeichnungen beider Veränderlichen und damit der Übergang zur 
Gleichung y = xp (x) ergibt folgende Vorschrift: 

Um aus der Kurve einer Funktion f(x) das geometrische Bild der 

inversen Funktion q) (x) zu gewinnen , haAi man jene Kurve um die Hai- 

p. 5 hierungslinie des von der positiven x-Ächse 

und der positiven y- Achse gebildeten Win- 
kels umzuklappen. 

Für die in Fig. 4 dargestellte Kurve 
der Funktion {x^ — 4) ist diese Operation 
in Fig. 5 ausgeführt; die neue Kurve, 

welche somit der Funktion \x -\- 4 zu- 
gehört, ist stärker ausgezogen. Man sieht, 
dals bei der letzteren Kurve zu jeder 
Abszisse a? > — 4 zwei einander genau 
entgegengesetzte Ordinaten y gehören. 
Letzteres entspricht dem Umstände, dals 

wir die Quadratwurzel y a? + ^ sowohl mit 
dem positiven wie negativen Zeichen versehen dürfen. Die hierin liegende 

Zweideutigkeit kommt in der Formel y = i y a? + 4 direkt zum 
Ausdruck. 

4. Die rationalen und die irrationalen Funktionen. 

I. Die einfachste Funktion, welche man bilden kann, ist die 
Potenz y = x^ mit ganzem positiven Exponenten n. 

Man bilde weiter das Produkt ax^ der Potenz a;" und einer Kon- 
stanten a und stelle eine Summe aus verschiedenen Produkten dieser 
Art und aus konstanten Grölsen her. Ein Beispiel sei: 

y = ax^ -\- hx^ + coif + dy 

wo also a, 2>, c, d konstante Koeffizienten sind und n, m, l positive 
ganze Zahlen darstellen. 

Jede so zu gewinnende Funktion y von x heilst eine „ganze rationale 
Funktion^ oder kurz eine y^ganze Funktion^. 

Die grölste in der Funktion als Exponent von x auftretende ganze 
Zahl heifst der Grad der ganzen Funktion, Ist der Grad = 1, so 
spricht man auch von einer linearen ganzen Funktion. 

Eine ganze rationale Funktion wird ,,geordnet^, indem man die 
Glieder mit gleichen Potenzen von x zusammenfalst und sodann alle 
Glieder etwa nach ansteigenden Potenzen von x anordnet. 

Lehrsatz: F}ine ganze rationale Funktion n**" Grades von x hat 
die geordnete Gestalt: 

(1) y ^= ao + a^x -]- a^x^ + "' -{- anX*", 

wo ao, ai, . . ., a» konstante Koeffizienten sind. 



Bationale und irrationale Funktionen. 5 

IL Bildet man den Quotienten zweier ganzen rationalen Funk- 
tionen oder auch die Summe mehrerer solcher Quotienten, so entsteht 
eine j^gebrochene rationale Funktion"' oder eine ^rationale Funktion^ 
schlechthin. 

Man „ordnet" eine rationale Funktion, indem man für die als 
Nenner auftretenden ganzen Funktionen den Generalnenner bildet, die 
verschiedenen Brüche addiert und sodann die beiden oberhalb und 
unterhalb des Bruchstriches auftretenden ganzen rationalen Funktionen 
ordnet. 

Lehrsatz: Eine rationale Funktion von x hat die geordnete Gestalt : 

_ ap + aix + a^x^ + -» + anX*" 
^ ^ ^ h +hx + h,x^ + ... + 5„,Ä^' 

wo die a und h konstante Koeffizienten sind. Die gröfsere unter den 

beiden ganzen Zahlen m und n oder, falls beide gleich sind, eine von 

ihnen liefert den „Grad^ der rationalen Funktion. 

Ist der Grad = 1 , so spricht man auch von einer linearen 

Funktion. 

i n_ 

III. Die einfachste „irrationale Funktion^ von x i^iy ^= x^ = '^x^ 
unter n eine ganze positive Zahl verstanden. 

Ein komplizierteres Beispiel einer irrationalen Funktion von a?. ist 
die w*® Wurzel aus einer beliebigen rationalen Funktion von x. All- 
gemein gilt folgende 

Erklärung: Man spricht von einer irrationalen Funktion von x, 
wenn zur Berechnung des Wertes der Funktion neben rationalen B,ech* 
nungsarten noch eine oder mehrere Wurzelziehungen auszuüben sind. 

Beispiele irrationaler Funktionen sind: 



I 
y = ^ax -\- b, y =y 







= V^a;" + 2Bx + G^ 



5. Eindeutigkeit und Mehrdeutigkeit der Funktionen. 

Erklärung: Eine Funktion y =z f(x) heiCst für einen speziellen 
Wert X n-deutigj wenn die durch den Ausdruck von f(x) gegebene Vor- 
Schrift zur Berechnung von y für jenen Wert von x im ganzen n ver- 
schiedene Werte y als zugehörig liefert. 

So ist z. B. die Funktion y = ^x — 1 für alle a;, die > 1 sind, 
zweideutig , da man die Quadratwurzel sowohl mit positivem al^ nega- 
tivem Zeichen versehen kann. Für a? = 1 ist die Funktion '\x — 1 
eindeutig, für x <i\ nuUdeutig, d. h. die durch f{x) gegebene Rechen- 
vorschrift führt hier auf keinen reellen Wert y. 

Ist y = f(x) für einen besonderen Wert x w-deutig» so liefert die 
zu/(ic) gehörende Kurve für die Abszisse a? im ganzen n Ordinaten y^ 



6 Einleitung. 

Lehrsatz: Die rationalen Funktionen sind für alle Werte des 
Argumentes x eindeutig. Die irrationalen Funktionen liefern Beispiele 
mehrdeutiger Funktionen. 



6. Exponentialfunktion und Logarithmus. 

I. Ist a eine positive Zahl, so hat a^ für jeden Wert x einen 
hestimmten positiven Wert. 

Erklärung und Lehrsatz: Die Funktion y ■= a'' mit positivem a 
keifst ^Exponentialfunktion^ der Basis a. Die Exponentialfunktion ist 



Fig. 6. 



(2,4) 



für jeden Wert x eindeutig und 
hat beständig positiven ZaTüwert. 
In der Regel ist a> 1. Als 
Beispiel diene a = 2, wo die Ex- 
ponentialfunktion den in Fig. 6 
angegebenen Verlauf zeigt. An 
einzelnen Punkten der Kurve sind 
die zugehörigen Werte der Koor- 
dinaten in Klammern beigefügt. 

II. Erklärung: Die zur Ex- 
ponentialfunktion inverse Funk- 
tion ist y = Hogx und keifst 
yjLogaritkmus"^ mit der Basis a. 
Die aus Fig. 6 nach der Regel von S. 4 hergestellte Logaritkmus- 
kurve für a = 2 ist in Fig. 7 durch stärkeres Ausziehen hervorgehoben. 




Fig. 7. 




1 (*»2) 



Lehrsatz: DieFunk- 

tion y = Hogx ist für 
alle positiven x eindeutig, 
für alle negativen x null- 
deutig. 

Dies tritt in Fig. 7 
direkt hervor: Die Lo- 
garithmuskurve verläuft 
durchaus rechts von 
der ^- Achse und liefert 
hierselbst für jedes x 
ein und nur ein y. 

Ist a >► 1, so gelten 
die Formeln: 



(1) 



Hog (0) = — 00, ^log (1) = 0, Hog (+00)=+ 00. 

Weiter gilt der Satz: Ist die Basis a > 1, so hat die Funktion 
logx für < 0? <C 1 negative Werte, für a? > 1 dagegen positive. 



Exponentialfunktion und Logarithmus. Winkelmafs. 



7. Gradmafs und Bogenmafs der Winkel. 

Statt des in der Trigonometrie gebräuchlichen Gradmaises der 
Winkel benutzt man in der höheren Mathematik gewöhnlich das so- 
genannte Bogenmafs der Winkel. 

Erklärung: Ein Winkel wird gemessen durch die Länge des- 
jenigen Kreisbogens vom Radius 1 , isu welchem der Winkel als Zentri- 
winkel gehört. 

Hat ein Winkel von a Grad in Bogenmafs die Grölse s (vergl. 
Fig. 8), so gilt die Formel: ^is. 8. 

/IX ^" 

^'^ • • • • ^ = I8Ö / / X 



Hieraus ergibt sich folgende Tabelle: 



a 


1° 


90«^ 


180® 


270« 


360» 


8 


TT 

180 


71 

2 


n 


371 

2 


27r 




Will man s als unbeschränkte Variabele auffassen, so legt man an 
Stelle des Kreises vom Radius 1 zur geometrischen Deutung von s eine 
„ Zahlenlinie '^ (vergL S. 1) zu Grunde, auf welcher man den Kreis des 
Radius 1 nach der positiven und negativen Seite unendlich oft ab- 
gewickelt denkt. 

Lehrsatz: Bei der leideren Auffassung gewinnt ein und derselbe 
geometrisch gegebene Winkel unendlich viele Mafszahlen s, welche alle 
aus einer unter ihnen durch Zufügen beliebiger Multipla von 2 n ent- 
stehen. 

±2 7t, 



7t 



So bekommt ein rechter Winkel die Matszahlen 



i 4 JT, ... 



2 ' 2 



8. Die trigonometrischen Funktionen. 

Erklärung: Als Argument der trigonometrischen Funktionen sin, 
cos, tg, ctg wird nicht die GradzaM, sondern das Bogenmafs s eines 
Winkels angesehen. Der Gleichmäfsigkeit wegen schreiben wir wieder x 
statt s für das Argument der einzelnen trigonometrischen Funktion und 
legen zu/r Deutung der Werte s = x sogleich die Zahlenlinie (x- Achse) 
zu Grunde. 

Den vier trigonometrischen Funktionen: 

y = sinx, y = cosx^ y = tgx, y = ctgx 



8 



Einleitung. 



entsprechen alsdann ebenso viele ,^trigonometrische Kurven^ , deren Ver- 
lauf durch die Yier in Fig. 9 zusammengestellten Zeichnungen ver- 
anschaulicht wird. 

Fig. 9. 




Sinuskurve 




Cosinuskurve 





Tangenskurve 



Cotangenskurve 



Lehrsatz: Die trigonometrischen Funktionen sind für jeden Wert 
des Ärgtimentes x eindeutig. 

Geometrisch kommt dies dadurch zum Ausdruck., dals für jeden 
Wert X durch die einzelne Kurve ein und nur ein y geliefert wird. 

Zwei Werte a?, welche um ein Multiplum von 2 n verschieden sind, 
liefern dieselben Winkel und also gleiche Werte der Funktionen. 

Lehrsatz: Die trigonometrischen Funktionen heifsen periodische 
Funktionen, weil sie ihren Wert nicht ändern^ falls man das Argument x 
um 2it vermehrt oder vermindert. 

Die Funktionen tgx und ctgx tletben auch bereits hei Vermehrung 
oder Verminderung des Argumentes x um % unverändert, während, sinx 
und cosx hierbei das Zeichen wechseln: 
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(1) . . sin (ic i ä) = — sinx, cos (x :t ^) = — cosx, 

(2) . . tg (x -i: x) = tgx^ ctg (a; + ä) = ctgx. 

Man benennt dieserhalb 2% als die ^Feriode^ von sinx und cosx^ 
% als diejenige Yon tgx und dgx. 



9. Die zyklometrisclien Funktionen. 

Erklärung: Die zu den vier trigonometrischen Funktionen sin, 
cos^ tg, ctg inversen Fwnhtionen heifsen die y^zyKtometrischen^ Funktionen 
und werden durch: 

arcsinXf arccosx^ arctgx^ arcctgx 
bezeichnet. 

Es ist also z. B. die Gleichung: 
(1) y = arcsinx 

gleichbedeutend mit x = siny, so dats in der Gleichung (1) der Wert y 

die Malszahl eines Bogen s bezeichnet, dessen Sinus den Wert x hat. 

Die ^zyktometrischen Kurven^ entspringen nach der Regel von 

S. 4 aus den Kurven der trigonometrischen Funktionen. Den Verlauf 

Fig. 10. Fig. 11. 






y 8 arc sin X 



der Kurven der Funktionen arcsinx 
und arc cos x zeigt Fig. 10. Die 
arc^^- Kurve ist in Fig. 11 ange- 
deutet. Aus der Gestalt der Kurven 
entspringt folgender 

Lehrsatz: Die Funktionen arcsinx und drcCosic sind für die 
Werte von x im Intervall von — 1 bis -\- 1 unendlich vieldeutig, aufser- 
halb dieses Intervälles aber stets nulldeutig. Die Funktionen arc tg x und 
a/rc ctg x sind fü/r jeden endlichen Wert von x unendlich vieldeutig. 



j «arc cos X 
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Unter den unendlich vielen Werten, welche die Funktion arcsinx 
für ein dem Intervall — 1 ^ ^ ^ + 1 angehörendes x besitzt, wird 
als jjHauptwert^ derjenige Wert y angesehen, welcher dem Intervall 

7t 7t 

r- ^ ^ ^ H angehört. Aus dem Hauptwerte y berechnen sich 

alle übrigen Werte der Funktion in den Gestalten: 

y + 2k7t und — y -\- (2k + 1) 7t, 

wo beide Male k alle positiven und negativen ganzen Zahlen durch- 
laufen soll. 

Der „Hauptwert" 2/ der Funktion arctgx soll gleichfaUs deminter- 

7t 7t 

valle ^ y ^ — angehören ; alle übrigen Werte dieser Funktion 

sind dann in der Gestalt (y -\- kTt) enthalten. 
Es gelten die Formeln : 

yt 
arc cosx = -- — arc stn a?, 

(2) ■ ^ 

arcctgx = -- — arctgx. 

Die Funktionen arc cosx und arcctgx sind entbehrlich, da sie 
nach den Gleichungen (2) stets leicht durch arcsinx bezw. arctgx 
ausgedrückt werden können. 



10. Benennungen der Funktionen. 

Die vorstehend besprochenen Funktionen sind sämtlich bereits in 
der Elementarmathematik bekannt und heilsen dieserhalb ^elementare 
Funktionen^, 

Erklärung: Die unter Nr, 4 besprochenen rationalen umd irra- 
tionalen Funktionen nennt man zusammenfassend ^elementare algebraische 
Funktionen^; die Exponentialfunktion, der Logarithmus, die trigono- 
metrischen wnd die zyklomMrischen Funktionen heifsen y^elementare trans- 
zendente Funktionen^. • 



11. Zusammengesetzte Funktionen. 

Erklärung: Setzt man als Argument in die Funktion f nicht x, 
sondern die Funktion (p(x) von x ein, so wird f[(p(oc)] seihst wieder 
eine Funktion von x, die wir abgekürzt F(x) nennen wollen: 

(1) y = F{x)=f\<p{x)-\ 

und als eine ^^zusammengesetzte^ Funktion von x bezeichnen. 

Man sagt auch, es handle sich hier um ^eine Funktion einer 
Funktion^ von x. 



Benennungen der Funktionen. Grenzbegriff. H 

Beispiele zusammengesetzter Funktionen liefern bereits die S. 5 

3 

betrachteten irrationalen Funktionen; m y = y ax -\- 6 ist zunächst 
die lineare ganze Funktion 9? (a;) = aa; + b zu berechnen und sodann 
aus dieser die dritte Wurzel zu ziehen. 

Man kann auch weitergehen und f\(p (o?)] als Argument in eine 
Funktion O einsetzen u. s. w. Ein Beispiel ist: 

y =r sin [log (aa? + ^)]. 

12. Der Begriff der Grenze. 

Erklärung: Will man hei einer (positiven oder negativen) Zahl a 
vom Vorzeichen absehen, so sagt man^ die Zahl a solle „absolut ge- 
nommen^ werden; der hierbei sich ergebende y^absolute Betragt der 
Zahl a wird durch \a\ bezeichnet. 

Setzt man: 

(1) . . . «1 = 0,3, ag = 0,33, aa = 0,333, ..., 

so kann man ein an mit so grofsem Index n angeben, dals sowohl an 
wie aUe folgenden Zahlen a«+i, ««+2» ••• von dem Werte Y3 so wenig, 
als man will, verschieden sind. Dieserhalb heilst i/s die „Grenze^ der 
Zahlenreihe (1). 

Etwas genauer läfst sich dasselbe Sachyerhältnis so aussprechen: 
Wählt man eine beliebig kleine Zahl d, die jedoch ]> sein soll, so 
läfst sich eine zu diesem 8 gehörende endliche ganze Zahl n angeben, 
so daf 8 für alle Indizes m'^n die Ungleichung | ^/g — a,» | <i 8 gilt. 

Erklärung: Es sei irgend eine unendliche Zahlenreihe: 

(2) öl, 0^2, %, 0^4, . . . 

vorgelegt, und es existiere eine endliche Zahl g von folgender Art: Nach 
Auswahl einer yfieliebig^ Meinen Zahl 8, die jedoch > ist, soll es stets 
einen zu diesem 8 gehörenden endlichen Index n geben, so dafs für 
jeden Index m^n der absolute Betrag \g — am\ <^8 ist. Die Zahl g 
heifst alsdann die y^Grenze^ oder der ^^Limes^ der Zahlenreihe (J2) 
und wird durch: 

(3) g = lim. an 

n •= 00 

bezeichnet. 

Zusatz: Ist die Zahlenreihe (2) so beschaffen, dafs nach Auswähl 
eines beliebig grofsen, jedoch endlichen Betrages co stets ein zugehöriges n 
angegeben werden Jcann, so dafs für alle Indizes m'^n die Ungleichung 
Jöw| > o gilt, so sagt man, die Zahlenreihe (2) besitze die Grenze 00; 

(4) lim. a„ = 00. 



n = 00 



Nicht Jede Zahlenreihe hat eine Grenze. Keine Grenze besitzt die 
Reihe 0, V21 Vs» V4» Vs» Ve» Vt» Vs» Vb» Vio» •••; »^ch die Zahlenreihe 
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1» V2» 3» V4» ^» ^61 7, Vs» 9, ... hat weder eine endliche Grenze g^ 
noch die Grenze 00. 

Folgende Überlegung dient zur Einübung des Grenzbegriffes und 
zur Vorbereitung späterer Entwickelungen : Vermöge einer Zahl g>l 
bilde man die Reihe: 

(5) ..... »1 = g, aa = 2^ as = q\ ,,., 

wobei dn+i^ o>n stets gültig ist. Entweder existiert eine endliche Zahl 
g = lim. an oder es ist lim, a« = oo . 

Gesetzt , der erste Fall treffe zu , so ist für jedes endliche l not- 
wendig ai <1 g> Nun kann man wegen g > 1 eine Zahl d so 
wählen, dals 

<S <^g (1 j und also q (ß — S) "> g 

zutrifft. Dann lätst sich ein endlicher Index m angeben, so dafs 
9 — CLm <C S oder also am ^ g — S ist. Durch Multiplikation mit 
der positiven Zahl g' folgt: 

g[a,» == a,n+i > a (9 — S)'> g, 

so dals «w + i bereits g übertrifft. 

Der angenommene Fall einer endlichen Grenze lim. an ist demnach 
unhaltbar, vielmehr gilt: 

lim. an = lim. g»» = 00. 
Ist < r < 1, so ist — = g >> 1, und man hat: 

T 

r** = — , sowie lim. r^ = lim. (— ) = 0. 

Lehrsatz: Ist q'^ 1, so ist lim. 3** = 00. Ist <i r <C iy 
so ist lim. r^ =1 0. " = **? 

13. Stetigkeit einer Variabelen und stetige Annäherung 

an eine Grenze. 

Erklärung: Führt der Bildpunkt einer Veränderlichen x auf der 
Zahlenlinie irgend welche Bewegungen im gewöhnlichen Sinne des Wortes 
aus, so bezeichnet man die hierdurch gegebenen Veränderungen der 
Variabelen x als j^stetige^ oder nennt Tcurz x eine ^stetige Variäbele^. 

Wächst eine stetige Variabele um einen endlichen Betrag oder 
nimmt sie um einen solchen ab, so wird sie alle zwischen dem Anfangs-t 
und Endwerte liegenden Zahl werte in der natürlichen Folge durchlaufen. 

Die in Nr. 12 betrachtete Annäherung einer Zahlenreihe «1,03, 
«3 ... an eine Grenze g heilst „unstetig^, weil hier sprungweise von 
der einzelnen Zahl a zur folgenden übergegangen wird. 
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Dem gegenüber gilt folgende 

Erklärung: Man spricht von einer y^stetigen^ Annäherung der 

Variahelen x an eine endliche Grenze g, falls x solche j^stetige"' Ver- 

ändertmg erfährt, dafs nach Atiswahl einer beliebig Meinen Gröfse ö, die 

jedoch ]> sein sollj im Laufe der Veränderung des x die Ungleichung 

\g — x\ <C d richtig wird und weiterhin richtig bleibt 

Eine stetige Veränderliche x kann zufolge der Definition den Wert oo 
nicht annehmen. Indessen kann man mit x solche stetige Verände- 
rungen vornehmen, dals nach Auswahl einer beliebig grofsen aber 
endlichen Zahl (X) im Laufe der Veränderung des x die Ungleichung 
ic > CO richtig wird und weiterhin richtig bleibt. Man spricht dann 
von einer stetigen Annäherung des x an die Grenze oo. 

In diesem Falle wird sich der reziproke Wert — stetig der 

X 

Grenze annähern. 

14. Einführung der Zahl e. 

Sind a und b irgend zwei den Bedingungen : 

(1) a>b>0 

genügende Zahlen und ist n eine positive ganze Zahl, so gilt: 

= a" + a»»-i b + a»»-2b2 ^ ... J^ b*" <:(n + l) a\ 

a — 

Hieraus folgt: 

sowie weiter durch Transposition: 
(2) . , . . a"" [a — (a — b) (n + 1)] < ?>'»+^ 
Der Bedingung (1) genügen die Zahlen: 

a= 1 + -, b = l + ^ 



n n -\- l 

Für diese liefert Gleichung (2): 

(3) . . . . (n-l)"<(l + -J-p 

Desgleichen genügen der Forderung (1): 

a= 1 + -^, b = 1, 
' 2n 

Hier ergibt (2): 
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/ ly 

Setzt man nunmehr a« = ( 1 + — ) » so folgt aus (3) , dals in 

der Reihe der positiven Zahlen o^ = 2, 02» Os • • • jode folgende grölser 
als die voraufgehende ist, und die Ungleichung (4) zeigt, dafs keine 
Zahl ttn den Betrag 4 erreicht. 

Wir schlielsen auf die Existenz einer Grenze g = lim, a„, welche 

zwischen 2 und 4 gelegen ist. Diese Grenze trägt die besondere Be- 
zeichnung e. 

Lehrsatz: Unter der Zahl e versteht man die Grenze der Zahlen- 
reihe tti, a2, tts ..., hei welcher an den Zahlwert ( 1 + -— J bedeutet: 

(5) e = lim, (l + -V- 

n=a,\ w/ 

Die Zahl e ist irrational und angenähert gegeben durch: 

(6) c = 2J18 2818 ... 

Ist X eine stetige Variabele, die ^ 1 und für den Augenblick von 
einer ganzen Zahl verschieden ist, so liege x zwischen den ganzen 
Zahlen n und (n -\- 1). Aus w << ic < n + 1 folgt: 

1 + i> 1 + -^> 1 + * 



n X w + 1 ' 

(' + !)■> (' + ^)'> (■ + dif 

oder, wenn man die positiven echten Brüche x — w = <J, n -\- l — x = t 
einführt : 

Nähert sich jetzt x der Grenze oo an, so gilt dasselbe von der 
ganzen Zahl n; und es gilt demnach: 

ö r 

lim, — = 0, lim, — ; — = 0. 
n n -\- l 

In (7) haben somit die rechte und die linke Seite übereinstimmend 
die Grenze e\ der in der Mitte stehende Ausdruck hat also gleichfalls e 
zur Grenze. 

Lehrsatz: Auch wenn x als „stetige^ Variabele sich der Grenze oo 
nähert^ gilt die Gleichung: 



(8) 



lim, f 1 4" —\ = e, 

Ä= 00 \ X / 
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16. Stetigkeit und Unstetigkeiten der Funktionen. 

Erklärung: Eine Funktion y =f(x) keifst ^stetig^, wenn hei 
stetiger Veränderung des Argumentes x auch die Funktion y stetig 
variabel ist. 

Die Kurve der Funktion y r= f(x) verläuft für alle Werte a;, für 
welche f{x) stetig ist, zusammenhängend. 

Die elementaren Funktionen können nur für vereinzelte Werte x 
aufhören, stetig zu sein. Findet dies für y =f(x), z. B. bei a? = a 
statt, so sagt man, die Funktion f(x) werde bei x = a unstetig. Der 
Punkt X = a der Zahlenlinie heilst eine yjUnstetigkeitsstelle^ oder ein 
„Unstetigkeitspunkt'^ der Funktion. 

Man unterscheidet zwei Arten von Unstetigkeiten: 

1. Da eine Yariabele y, so lange sie stetig ist, notwendig endlich 
ist, so wird eine Funktion y =f(x) für alle diejenigen Werte von x 
unstetig werden, für welche sie unendlich wird. Man spricht in diesem 
Falle von einer y^ünstetigkeit durch TJnendlichwerden^ , 

Liegt bei a? = a eine Unstetigkeit dieser ersten Art für y z=z f(x) 
vor, so wird y für lim, a; = a als „stetige" Variabele sich der Grenze oo 
annähern (vergl. Nr. 13, Schluls). Es wird somit der reziproke Wert 

— , welcher für x ^=^ a verschwindet, bei x = a stetig bleiben. Als 

y 

Beispiel diene die Funktion y = 

^ X — a 

2. Erleidet eine Funktion y =f(a), falls 
das Argument als stetige Variabele den Wert 
X =^ a passiert, eine plötzliche Wertänderung 
um einen von verschiedenen Betrag, so sagt 
man, die Funktion f{x) werde bei x = a 
yfSprungwdse unstetig^. 

In Fig. 12 ist diese Art der Unstetigkeit 
am Kurvenverlauf versinnlicht. 

16. Werte der Funktionen für x = co. 

Bei manchen Funktionen kann man sagen, dals sie für x= -\- co 
(bezw. X = — 00 ) einen bestimmten Wert besitzen. Dies ist der Fall, 
wenn für lim, x = + co (bezw. lim, x = — oo) die Funktion y sich 
einer bestimmten endlichen Grenze oder der Grenze -j- oo oder — oo 
annähert. 

So wird die Funktion y = J2^ iiir x = -{- oo selber + oo, für 
X = — 00 aber gleich (vergl. Fig. 6, S. 6).. 

Die trigonometrischen Funktionen nähern sich für lim, x -= co 
keiner Grenze an. 



Erster Abschnitt. 



Grundlagen der Differentialrechnung. 



Erstes Kapitel. 

Erkläning und Bereehnung des Diffei 

Funktion / (oc). 



1. Der Differenzenquotient einer Funktion f{x). 

Es sei y =/(ic) eine „elementare** Funktion, und es seien x und 
Xi irgend zwei endliche und von einander yerschiedene Argumente, die 
in einem solchen Intervall gelegen sind, in welchem die Funktion 
überall eindeutig und stetig ist. 

Zu X und Xi gehören die Werte y =/(a;) und y^ -=f(xi) der 
Funktion. Wir führen alsdann die Differenzen ein: 

(1) .... Xi—x = ^x, yi -- y = ^y, 
Erklärung: Der Quotient der Differenzen ^y und ^dx: 

(2) ^ ^ Vi- y ^ / (a^i) — f{x) ^ f{x -\-^x)-f(x) 

^X Xi — X. Xi — X ^x 

keifst Differenzenquotient der Funktion f(x) für das Argumenten^aar 
Xy Xi oder kurz „Differenzenquotient vonf(x)^. 





Zur geometrischen Deutung des DifEerenzenquotienten markiere 
man auf der zu ^ = f(x) gehörenden Kurve die Punkte P und Pj der 



Differentiale und Differentialquotient. 
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Koordinaten x, y und x^, pi und versehe die Sekante PPj mit einem 
„nicht nach unten" gerichteten Pfeile. 

Lehrsatz: Der Differenzenquotiefd ist gleich tgß, wenn ß der 

Winkel zwischen der Pfeilrichtung der Sekante PF^ und der positiven 
Bichtung der x -Achse ist 

Fig. 13 erläutert dies in einigen Fällen. 



2. Die Differentiale und der Differentialquotient einer 

Punktion f(x). 

Während x für den Augenblick festbleiben soll, möge sich Xi als 
stetige Variabele der Grenze x annähern. 

Die Sekante PPi nähert sich hierbei der im Punkte P an die 
Kurve gezogenen Tangente als „Grenzlage" an. Der Differenzenquotient 
nähert sich somit als stetige Veränderliche dem Werte tga an, wo a der 
Winkel zwischen der nicht nach unten gerichteten Kurventangente im 
Punkte P und der positiven Bichtung der x -Achse ist (vergl. Fig. 14). 

Fig. 14. 





Der vorliegende Grenzprozels soll so vollzogen werden, da£s die 
veränderliche Differenz /Ix, und damit auch ^y, sich als stetige 
Variabele der Grenze nähert, ohne mit identisch zu werden. 

Es werden demnach z/a? und damit ^y ohne Ende klein oder, wie 
man kurz sagt, y^unendlich klein^, 

Erklärung: Um die so gedachten Differenzen kurz bezeichnen zu 
können, schreibt man sie dx und dy und nennt sie j^Differentiale^ ; 
speziell heifst dx das Differential des Argumentes und dy = df(x) das 
Differential der Funktion. 

An Stelle der umständlichen Ausdrucksweise y,Grenzwert des 
Differentialquotienten"' (der natürlich nichts anderes als der Grenzwert 
des Differenzen quotienten ist) , ist man übereingekommen , kurz die 
Benennung y^Differentialquotient"' selbst zu setzen und entsprechend an 

Stelle von lim. -r- kurz -r- zu schreiben. 

dx dx 

Fricke, Leitfaden. O 
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Es entstammt dieser Brauch der zwar nicht korrekten, aber in 
praxi brauchbaren Vorstellung, da£s man sich das Differential dx als 
„konstante" und „im Vergleich zu den sonstigen Grölsen der Unter- 
suchung aulserordentlich kleine Zahl" denkt. 

Lehrsatz: Der Differentiälqtiotient einer FunUion y =if(x) für 
den Wert x des Argumentes: 

dx dx ^X a-i=a; ÄJi X 

ist seiner geometrischen BedetUung und seinem Zählwerte nach gegeben 
durch tg a, wo a der Winkel zwischen der ^^nicht nach unten gerichteten^ 
Tangente der Kurve in dem zum fraglichen Argumente x gehörenden 
Punkte P und der positiven Richtung der x- Achse ist. 



3. Die deri vierte oder abgeleitete Funktion /'(^)- 

Gestattet man nunmehr der soeben fest gedachten Grölse x^ irgend 

welche Veränderungen zu erfahren, so wird sich der Wert des Diffe- 

df(x) 
rentialquotienten -^ — = tga mit x ändern (vergL Fig. 14) und also 

dx 

eine Funktion von x vorstellen. 

Erklärung: Der Differentialquotient der Funktion y = f(x) wird 
in seiner Alihängigkeii von x durch f (x) bezeichnet : 

^^) Tx-^dT-^^''^' 

f (x) heifst die ^derivierte"^ oder ^abgdeitäe^ Funktion oder kurz die 
^ Ableitung^ vonf(x). 

Die Gleichung (1) setzt man auch in die Gestalt: 
(2) ...... . dy = df(x)=f(x)dx 

und beschreibt sie in dieser Gestalt durch den 

Lehrsatz: Das Differential dy = df(x) der Funktion f (x) ist 
gleich dem Produkt der abgeleiteten Funktion f (x) und des Differentials 
dx des Argumentes, 

Das Differential df{x) erscheint hierbei abhängig von den yfieiden^ 
Grötsen x und dx. 

Genau genommen stellt Formel (2) nichts anderes dar als (1). 
Fafst man indessen dx als konstanten und aufserordentlich kleinen 
Zuwachs von o?, so gilt die Gleichung (2) für den entsprechenden Zu- 
wachs dy von y nur angenähert. 

Die Berechnung des Differentialquotienten und dan^it der abge- 
leiteten Funktion /' (x) einer gegebenen Funktion f(x) heifst Differenz 
tiation der Funktion f (x). 



Abgeleitete Funktionen. 
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Es ist die Grundaufgäbe der Differentialrechnung, eine gegebene 
Funktion der Differentiation zu unterwerfen oder, wie man sagt, eins 
gegebene Funktion f (x) „in Bezug auf x^ oder j^nachx^ zu differenzieren. 



4. Unstetigkeiten der abgeleiteten Funktion. 

Aus der geometrischen Bedeutung des Differentialquotienten ergibt 
sich folgender 

Lehrsatz: Die abgeleitete Funktion f (x) wird für x = a un- 
stetig durch ünendlichwerden , falls die Kurve y =/(ic) im Punkte der 
Koordinaten x = a, y == f(a) 
eine zur y-Ächse parallele Tangente 
besitzt. 

Die Ableitung f (x) wird bei 
x = a sprungweise unstetig, falls die 
zu y •=^ f(x) gehörende Kurve im 
Punkte X = ay y = f(a) eine Ein- 
knickung erfährt (vergl. Fig. 15). 



Fig. 15. 




6. Differentiation einer Summe und eines Produktes mit 

einem konstanten Faktor. 



Ist/(ic) = (p(x) -\- il^(x), so folgt: 

Xi X Xi X 

Für lim. Xi = x ergibt sich: 



(1) 



+ 



^ (a!i) — •» (x) 

X, — X 



(2) 



^ = ^ + '-|^.^<')-^'w + *'» 



Lehrsatz: Eine Summe von zwei oder mehreren Funktionen wird 
differenziert, indem man jedes Glied differenziert und die Summe der so 
entspringenden Ableitungen bildet. 

Ist f{x) = a.(p(x), so ist: • 

(3) /Mzi/M = „.?^MziJ^)^nd also /'(«.) = a.9>'(a=). 

Xi — X Xi — X 

Lehrsatz: Die Ableitung eines Produktes a.(p(x) aus einer Kon- 
stanten a und einer Funktion (p (x) ist a . g?' (x). Der konstante Faktor a 
darf somit vor das Differentialzeichen gesetzt werden: 

d[a.q)(x)] dq)(x) . ^^ / m j r \ 

(4) *- — = a — ^— oder d[a-q) (x)] = a • d 9 (x). 

a X a X 



2* 
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6. Differentiation der Potenz und der ganzen rationalen 

Funktion. 

Ist y =: f{x) = x^ mit ganzem positiven w, so ist: 

^y ^r — ^** 



z/oj x-i — X 
und also folgt: 



= icj*-^ + x^-^ X + aj|*-^ i»2 + •.. -f a;»*"\ 






nx*^'~'\ 



Diese Gleichung bleibt auch für n = gültig. 

Lehrsatz: Die Ableitung der Potenz y = x*^ mit ganzem, nicht- 
negativen Exponerden n ist nx^~^: 

dv d fiC**^ 

(1) • • -^ = —^^ — i == na;'*"^ oder dix'^) =^ nx'^-'^dx, 

dx dx 

Vermöge Nr. 5 folgt hieraus der 

Lehrsatz: Die Ableitung der ganzen rationalen Funktion n^*** 
Grades: 

(2) . . y =f{x) = ao + aiX + a^x^ + ••• + «nic** 
ist gegeben durch: 

-^ =f{x) = ai + 2ac^x + ^a^x^ + ••• + nanX'^-K 
ax 

Speziell für n = \ und n = gilt der 

Lehrsatz: Die Alileitung einer linearen ganzen Funktion ist kon- 
stant^ die Anleitung einer Konstanten ist gleich Null. 

7. Differentiation des Logarithmus. Der natürliche 

liOgarithmus. 

Für die S. 6 eingeführte Funktion y = Hogx ist 

^y Hogix -\- z/o?) — Hogx 1 x ^ / , ^ x\ 
^x ^x X /ix \ X J 

X 

Setzt man abkürzend —^ = t;, so gilt: 

Man wähle ^x positiv und beachte, dals nach S. 6 für das 
Argument des Logarithmus die Ungleichung x ^ gelten muTs. Für 
lim,^x = hat man somit lim,v ==- -{- ^» imd also liefert die letzte 
Gleichung zufolge (8) S. 14: 
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<') ■ ■'-^ = rlTM{^ + \)'] = r'^'- 

Man setze den rechts auftretenden Faktor Hoge = &; dann ist: 

(2) . . . a^ = e und also h.Hoga = Hoge = 1. 

Erklärung: Der Logarithmus der positiven Zähl a zur Basis e 
heifst der y,natürJiche^ Logarithmus von a und wird hwrz durch loga, 
d, h, ohne Angäbe der Basis, bezeichnet. 

Aus (1) und (2) folgt der 

Lehrsatz: Die Differentiation des Logarithmus ist geg^en durch: 

(3) • • — ^^ = -:; oder d ""logx ■= -r^ • 

dx xloga xloga 

Speziell folgt für den natürlichen Logarithmus : 

dlogx 1 , -, dx 

(4) • • • • — 7^— = — oder dlogx = — • 
^ ^ dx X ^ X 

Die Einfachheit dieser Formel rechtfertigt die Benennung „natür- 
licher" Logarithmus. 

Die Beziehung der Logarithmen von der Basis a zu den natür- 
liehen Logarithmen wird durch folgende Überlegung aufgeklärt. Setzt 
man: 

y = Hogx, z = logx, 

so ist X •= ay und also: 



\logaJ 



z=z log (ay) = y'log a, Hog x = l j • log x. 

Erklärung: Den reziprohen Wert des natürlichen Logarithmus 
von a nennt man den y^Modul des Logarithmensystems der Basis a" u/nd 
bezeichnet ihn durch Ma: 

(^> ^- = 1^- 

Lehrsatz: Der Logarithmus irgend einer positiven Zahl im Logor 
rithmensystem der Basis a entsteht aus dem natürlichen Logarithmus 
derselben Zahl durch Multiplikation mit dem Modul Ma : 

(6) "log X = Ma^logx, 

Für die Brigg sehen Logarithmen gilt: 

(7) Mio = 0,434 294 48 . . . 

8. DifTerentiation der Exponentialfunktion. 
Die Exponentialgröfse. 

Setzt man y statt x in (3), Nr. 7, so folgt: 
* yloga*d ^log y = dy. 
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Sdnrcibi nuui hier ^hgp = z und also jf = a', so is^ 

Lehriatx: Dt^ IHfferentiaiian der Ezponemtiäl/umkikm p = aF 
id gdeisld durdt: 

i\) . • -j — = ii*wya ödlcr d(a*) =:^ oFJoga-dx. 

Hpezidl für die FuMum y = e' folgt z 

(2j . . . . — ^ = «5* «fer dC*?*) = «»dx. 

dz 

Hrklärnng imd Lehrsatz: Dt« dem natürUchen Logariikmus 
interiie Funktion y -= e^ nemtt man kurz die jfEzponentiälgröfse^. Die 
Alffettung der Funktum ^ igt mit &* sdbst identisd^ 



9* DiflTerentiation der trigonometrischen Funktionen 

sinx und cosx. 

Vorbemerkang: In Fig. 16 sei CD = s ein zwischen und — 
gelegener Kreisbogen Tom Radins 1, so dats 



AB = cos 8, BD = sins, CE = igs 

zutrifft. Die Inhalte des Dreieckes ABD^ des Kreisaasschnittes ACD 
and des Dreieckes A CE liefern die Ungleichangen : 

^^' ^^' sin s.coss < s <C tgS 

oder da sins > ist, 

COSS < -: — < 




K — — gn 5^W S COSS 

Wird 8 anendlich klein, so nähern sich die beiden äufseren Seiten 
dieser Ungleichung übereinstimmend der Grenze 1 an: 

StYl S 

Lehrsatz: Der Quotient nähert sich für unendlich kleines s 

der Grenze 1: 

(1) um.(^\^x. 

Zur Differentiation von y = sinx knüpfe man an: 

^1 -\- X . Xi X 

stn Xi — stnx = 2 cos — • stn -^-— — 

woraus sich, falls man Xi = x -\- /dx setzt, ergibt: 
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sin 



(2) 



• • 



A / .* V ««^ ( -TT ) 

z/y ( ^ , z:/a;\ \ 2 / 



= cos (a; H- ^) 



Setzt man hier ^a? = 25, so ist für Um. ^a? = 0: 

Ziw. (iC -j- S) = ^» ^**W. ( J = 1 ; 

»=o »=o \ s / 

aus (2) folfft adso für -r- der Wert cosa;. 

Für die Differentiation von y = cos x gründe man auf : 

cos a^i — cosx = — 2 s«n — ^ stn — - — 

eine analoge Rechnung. 

Lehrsatz: Die Ableitungen hezw, Differentiale der trigonometrischen 
Funktionen sinx und cosx sind: 

/Q\ dsinx , . . _ 

(3) • • • — 3 — = cosXf dstnx := cosx dXj 

ax 

/Ä\ dcosx . - . _ 

(4) • • • — - = — stnx^ dcosx = — stnx dx. 

dx 



10. Differentiation der zyklometrischen Funktionen 

arcsinx und arccosx. 

Schreibt man in (3) Nr. 9 y statt x und versteht unter y einen 

ümerhalb der Grenzen - | ^ S.^ | gewählten Wert, so ist cosy^O. 
und man hat: 



dsiny =\l — sin^y.dy 

mit positiv genommener Wurzel 

Setzt man nun siny = x und also y = arcsinx, so ist 
— 1^ a? ^ + 1» ^T^^ y bedeutet ^en Hauptwert von arcsinx (vergl. 
S. 10); man hat für denselben: 

c^a; = yi — x'^ . d arc sin X. 

Der Hauptwert von arccosx sei durch (2), S. 10, gegeben, unter 
a/rc sin x den Hauptwert letzterer Funktion verstanden ; dann berechnet 
sich die Ableitung von arccosx aus der von arcsinx vermöge der 
Regeln in Nr. 5 und 6, S. 19 u. f. 

Lehrsatz: Die Ableitungen bezw. die Differentiale der jsyMo- 
metrischen Funktionen arcsinx und arccosx sind, wenn die Hauptwerte 
dieser Funktionen gemeint sind: 
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darcsinx ,1 , . . dx 

(1) == + -. , darcstnx = + 



dx yi — x^' Vi — x^' 

darccosx 1 , dx 

(2) = . — , darccosx = — 



dx yi — a;2' yi — a;2 

11. Differentiation des Produktes und des Quotienten zweier 

Funktionen. 

I. Ist y = f(x) = g>(x)'tlf (x)t handelt es sich also um DifEeren- 
tiation des Produktes zweier Funktionen, so knüpfe man an: 

—-= (p (Xi) h WW -; 

^x Xi — X Xi — X 

Für lim. x^ = x ergibt sich hieraus: 

Für das Differential des Produktes 9.^ folgt aus (1): 

(2) d(q).tlj) ^m (p-dilf + if'dfp, 

wo die Argumente x der Kürze halber ausgelassen sind. 

Lehrsatz: Das Produkt zweier Funktionen wird differenziert, 
indem man jede Funktion mit der Ableitung der anderen muUipUziert 
und beide Produkte addiert. 

w (x^ 
IL Zur Differentiation von y =f(x) = -r-,— x knüpfe man an: 

if(x) ^ 

<p(x) = tlf (x) f(x) und also 9)' {x) = ^ {x) f (x) + f(x) Jp' (x). 
Hieraus ergibt sich: 

d l^^^M 

W/W— ^^ — ^(^) [n>(x)]^ 

und abgekfirzt geschrieben: 

^^^ n^ij- — ¥ — 

Lehrsatz: Der Quotient zweier Funktionen wird differenziert^ 
indem man das Produkt des Nenners mit der Ableitung des Zählers um 
das Produkt des Zählers mit der Ableitung des Nenners vermindert und 
die Differenz durch das Quadrat des Nenners dividiert. 
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12. Differentiation der rationalen Funktionen, speziell 

der Funktion x"^. 

Der letzte Lehrsatz und die Regel der Differentiation einer ganzen 
rationalen Funktion (S. 20) leisten die DifferenticUion der gebrochenen 
rationalen Funktionen. 

Speziell für die Funktion: 

mit ganzer positiver Zahl n hat man 9? = 1 , qp' = , ^ = aj**, 
1^' = nx^'-^y und also liefert (3), Nr. 11: 



dy — wa?**~^. 1 



— w.nr'. — ** — 1 



- — „ — n --7= — nx 

dx X^^ 37" + ^ 

Lehrsatz: Bedeutet m eins ga/nze positive oder negative Zahl oder 
Null, so gilt stets: 

(1) • • — ^ — - = mx^—^ und dix"^) = mx^—^ dx. 

ax 

18. Differentiation der trigonometrisclien Funktionen 

tgx und ctgx. 

Da tgx = und ctg x= — — ist, so leistet Formel (3), Nr. 11, 

cosx stnx 

im Verein mit (3) und (4), Nr. 9, die Differentiation von tg x und ctg x. 

¥ur f(x) = tgx trage man in (3), Nr. 11, ein: 

(p (x) = sin Xj (p' (x) = cos x, ^ (x) = cos Xy ^' {x) = — sin x. 

Es ergibt sich: 

^, . cos^x + sin^x 1* , , . « 

f{x) = —. = — ^ = 1 + tg^x. 

cos^x cos^x 

Indem man analog für ctgx verfährt, ergibt sich der 

Lehrsatz: Die Ahleitwngen tmd Differentiale der trigonometrischen 
Funktionen tgx und ctgx sind: 

/,v dtgx 1 . . . „ , . dx 

(2) ^ = _ 1 =_(i+c«,»,), <io<,:c=--f^ 



dx sin^x \ \ if /y if sin^x 

14. Differentiation der zyklometrischen Funktionen 

arctgx und arcctgx. 

Schreibt man in (1), Nr. 13, y statt x, so folgt: 

ätgy = (1 + tg^y) dy. 
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Setzt man nun tgy = x und also y = arctgx, so folgt 

dx = (l + aj2) . darctgx. 

Zur Erledigung yon arcctgx knüpfe man entsprechend an Formel 
(2), Nr. 13, oder an (2), S. 10. 

Lehrsatz: Die abgeleiteten Funktionen und Differentiale der zyMo- 
metrischen Funktionen arctgx und arcctgx sind: 

darctgx 1 , . dx 

<^> • • -dF-=rT^' darctgx = ,^-^^,, 

d arcctgx 1 , , dx 

(2) • • -— ^— = ■ — -, darcägx =^ — 



dx 1 + ä;2' ^ 1 + a;2 

16. Differentiation zusammengesetzter Funktionen. 

Ist y = F{x) =f[fp(xy\ eine aus / und 9 zusammen gesetzte 
Funktion (yergl. S. 10), so führe man zur Differentiation von F(x) die 
yjHüfsvariäbele^ = q)(x) ein und setze also : 

Vermöge (2), S. 18, folgt hieraus: 

dy •=^ f (z) dz, dz =■ (p' (x) dx. 

Hier ist dz das zu dx gehörende Differential, und dy gehört zu 
dz und dadurch mittelbar zu dx. 

Durch Elimination von dz folgt: 

(1) . dy=f{z)q>'{x)dx, 

sowie hieraus weiter: 

(2) .... g = /W-9''(^)=/'[9'W]-9>'(a'). ' 

Lehrsatz: Ist y =f[<p(x)] eine zusammengesetzte Funktion, so 
führe mun zur Differentiation derselben die Eüfsvariäbele z = q>(x) 
ein, differenziere y = f(z) nach z und mvHtipliziere das Ergebnis mit 
der Ableitung von z = q>{x) nach x. 

Zusatz: Ist q) (x) selber eine zusammengesetzte Funktion, so hat 
man zwr Berechnung des letzten Faktors (p'(x) in (2) die gleiche Begd 
ein zweites Mal, sowie eventvsll noch öfter anzuwenden. 

Ist z. B. t/ = sin(ax), so setze man ax ^=^ Z', nach (2) ist: 

dy d{ax) . . 

^ = cosz — ^ — - = a cos (ax). 
ax dx 

Für y = log sin X setze man z = sinx und hat: 

dy 1 dsinx cosx 

j- = -^ — = - — = ctgx. 

dx z dx stnx 
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16. Differentiation der Funktion 'y x^. 

In ^ = yx^ sei q eine positive ganze Zahl und j? eine positive 
oder negative ganze Zahl oder 0. 

J)dk y^ und x'P gleich sind, so sind auch die nach x genommenen 
Ableitungen dieser beiden Funktionen gleich: 

^^ dx ^ 



Hieraus folgt weiter: 

p xP~^ p 

X 



dy p xP—^ p q 



E-i 



dx q y^~^ q 

Lehrsatz: Ist m irgend ein positiver oder negativer rationaler 
Bruch, die sämtlichen ganzen Zahlen eingeschlossen, so gilt: 

-A, — - = mx^~'^ oder d(x^) = mx^~^dx, 
dx 

Die Kegeln in Nr. 15 und 16 leisten die Differentiation der irra- 
tionalen Funktionen, 

17. Erklärung und Differentiation der hyperbolischen 

Funktionen. 

Erklärung: Bie hyperbolischen Funktionen sinhx, coshx, tghx, 
ctgh X (ausführlich gesprochen yj Sinus hyperbölicus^ oder ^hyper- 
holischer Sinus'' u. s. w.) lassen sich mittels der Exponentialfunktion 
so herstellen: 



(1) 



stnhx = , coshx = — 

e* — e-^ . , e* + 6-^ 
tghx = -;^—^ -3;^^, ctghx = — ^^^ 



e* + e-*' ^ e* — e' 

Diese Funktionen entsprechen den trigonometrischen Funktionen 
sinx, cosx, tgXj dgx, worüber unten weitere Erläuterungen folgen. 
Auch die Benennung „hyperbolisch" findet dort ihre Erklärung. 

Aus den Formeln (1) ergibt sich leicht der 

Lehrsatz: Zwischen den hyperbolischen Funktionen bestehen die 

JRelationen: 

/^x T« . ,n , , , 1 sinhx 

(2) . . cosh^x — stnh^x = 1, tghx = , , = — - • 

ctghx coshx 

An den Kurven der Funktionen sinhx und coshx (Fig. 17 und 
18 a. f. S.) mache man sich die aus (1) entspringenden Gleichungen: 

sinhO = 0, coshO = 1, sinh( — x) = — sinhx, cosh ( — x) = + coshx, 
lim, sinh oj = + 00 , lim, cosh a? = + 00 

0!=: + ® X=: -\- 'X> 
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I, 1. Der Differentialquotient einer Funktion f{x). 
Fig. 17. Fig. 18. 





Fig. 19. 








-1 



y=tghx 'y=ctghx 

deutlich. Entsprechend kommen an den Kurven von tghx und ctghx 
(Fig. 19 und 20) die Regeln zum Ausdruck: 

<^Ä0 = 0, c^^ÄO = oo, tgh{-^x) = — tghx, ctgh{ — a;) = — ctghx^ 

Um, tghx = 1, lim, ctghx = 1. 

«=+00 «=+00 

Lehrsatz: Die hyperbolischen Funktionen sind für alle Werte 
von X eindeutige Funktionen, 

Die Differentiation der hyperbolischen Funktionen kann auf Grund 
der Formeln (1) nach Nrn. 5, 8 S. leicht geleistet werden. 

Lehrsatz: Die Differentiationsregeln der hyperbolischen Funk- 
tionen: 



(3) 



dsinhx 
dx 

dtghx 



= coshx, 
1 



d cosh X 
dx 

d ctghx 



= sinhXj 



dx cosh^x dx sinh^x 

entsprechen denen der trigonometrischen Funktionen (vergl. Nr. 9 u. 13). 

18. Die logarithmische Differentiation. 

Erklärung: Bei manchen Funktionen y = f(x) ist es zur Be- 
rechnung der Äbleitu/ng zweckmäfsig , zunächst von f(x) den natürlichen 
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Logarithmttö logf(x) eu bilden und diesen nach x zu differenzieren. 
Man nennt diese Operation die „logarithmische Diferentiation^ von f(x). 
Hierzu zwei Beispiele: 

I. Es sei die Funktion y = f(x) = [9 (aj)]^'(*> zu differen- 
zieren^). Zu diesem Zwecke differenziere man: 

hg y = logf(x) = if(x). log (p (x) 

auf Grund der S. 24 und S. 26 angegebenen Regeln. Es folgt: 

IL Es seif(x) als Produkt von n Funktionen gegeben: 

f(x) = (pi (x) • 92 (^) • • • 9n (oc). 
Zur Berechnung Yon f (x) differenziere man: 



n 



^ogf(x) = 'V log(p^\x). 



V=zl 



Auf Grund von Nr. 15 folgt: 



n , V n 



Lehrsatz: Ein Produkt von n Funktionen wird differenziert, 
indem man die Ableitung jeder Funktion mit den übrigen (n — 1) Funk- 
tionen multipliziert und die n Produkte addiert. 



Zweites Kapitel. 

Die Ableitungen und Differentiale höherer Ordnung einer 

Funktion f{x). 



1. Die Ableitungen höherer Ordnung einer Funktion /(o;). 

Da die Ableitung f^(x) Yonf(x) wieder eine Funktion von x ist, 
so kann man auch/'(a;) differenzieren. Man schreibt: 

*) Um die Bildung dieser Funktion zu verstehen, schreibe man: 

Bei der Herstellung von y als Funktion von x kommen also neben g)(x) und 
^{x) noch der natürliche Logarithmus und die Exponentialgröfse zur Geltung. 
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(1) 






dx 

Erklärung: Die in (1) ausgeführte n- malige Differentiation 
führt von f(x) zur Funktion ß'^^(x). Letztere Mifst die derivierte 
oder alygeleitete Funktion oder auch Ableitung y^der n*^ Ordnung^ von 
f(x); oder man sagt av^h kurz, ß^^ (x) sei y^die n*^ Ableitung^ vonf(x). 

Ableitung schlechthin ist somit dasselbe wie „erste Ableitung". 

Beispiel I. Ist f(x) = x^ mit positivem ganzen w, so ist: 

{ f (x) = naj*»-\ /' (x) = n (n — 1) a;**-2^ . . ., 

(2) I /("-!) (a;) = n (w — 1) . . . 2 .ir, /(«)(a;) = w (n — 1) . . . 2 . 1, 

Durch Ausdehnung dieses Ansatzes auf die ganzen rationalen 
Funktionen auf Grund der Regeln von S. 20 entspringt folgender 

Lehrsatz: Die w*f Ableitung einer ganzen rationalen Funktion 
^ten Qrades ist kcmstdnt, alle höheren, Ableitungen verschwinden. 

Beispiel IL Für y = f{x) =r sinc^ folgt nach S. 23: 

(3) /' {x) = cos Xy f" (x) = — sin x, f" (x) = — cos x, 

/(*) {x) = sinXj ... 

Lehrsatz: Bei der Funktion f(x) = sinx (und ebenso bei cosx) 
ist für jedes n die (n -\- 4/* Ableitung gleich der w*^ und die (n -\- 2)^^ 
Ableitung unterscheidet sich von der w**** nur durch das Vorzeichen. 

Beispiel III. Für/(flj) = e^* hat man: 

(4) f'(x) = k^"^, f"{x) = ÄS^fc*, .. , f^^{x) = Ä;«e*'^, ... 

2. Die n^ Ableitung des Produktes zweier Funktionen. 

Ist /(o?) = (p (x) , tl^ (x) , so findet man durch wiederholte An- 
wendung der Formel (1), S. 24: 

/ = <p^' + <3p>, 



wo der Kürze halber die Argumente x ausgelassen sind. 

Hier ist die Summe der Ordnungen der Ableitungen in jedem 
rechts stehenden Gliede gleich der Ordnung der links stehenden Ab- 
leitung, und überdies haben das Anfangs- und Endglied rechter Hand 
jeweils den Faktor 1. 

Diese Angaben bleiben auch bei den weiter folgenden Ableitungen 
ß^\ß^\ ... gültig. Für/("> haben wir somit den Ansatz zu machen: 
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Hierin ist ( , j eine symbolische Schreibweise für diejenige ganze 

Zahl, welche angibt , wie oft das Glied (p^^^ ^(«— ^) mit l <^k <^ n im 
entwickelten Ausdrucke von/^"^ auftritt. 

Zur Bestimmung der Anzahl ( ] setze man im speziellen : 

(p (x) =? x\ if (x) t= a!J**■~^ f(x) = a;^ 

Dann gilt zufolge (2), S. 30 : 

^(«) = 0, ^(*-i> = 0, . . ., t^C^-'f + i) = 0, 

^in-h) — (^ __ ^) (^ _ ^ _ 1) . . . 2 . 1, 

9)(»») = 0, ^jC«-!) = 0, . . ., 9<*-i> = 0, 

y(k) = Ä (A; — 1) ... 2.1 

und /(»*> =: n (n — 1) ... 2 . 1. Aus (1) ergibt sich somit: 
1.2-3 ••• n = U )*l-2-3 ••• Ä;- 1 •2-3 ••• (n — k). 

Lehrsatz: Die n*^ Ableitung des Frodüktes gtoeier FimMionen 
f(x) = tp(x)'ilf (x) stellt sich in den Ableitungen der eineeinen Faktoren 

dwrch die Formd (1) dar, wobei die Anzahl ( ) durch: 

(2) . . . . (n\_ n{n-^ i)...(n-fc + 1) 
^ ^ \k)~ 1-2 .--Ä; 

gegeben ist. Die hiermit gewonnene Vorschrift zut Berechnung von 

ß^^(x) heifst y^die Leibnizsche Begel^. 

■ .♦ 

3. Beweis des binomischen Iiehrsatzes. 

Man setze in die Formel (1), Nr. 2, folgende spezielle Funktionen 
ein: 

q){x) = 6** il){x) = c«*, f{x) = e(« + &>* 

Für diese Funktionen folgt aus (4), S. 30: 

Nach Eintragung in (1), Nr. 2, und Forthebung Yon f (x) folgt : 
(1) (a + b)»» = a»» + r^") a»»-^i5 + ••• + (!?) a^'-^V + •-. + b". 

Erklärung: Diese Formel bringt den ^binomischen Lehrsatz^ 
zum Ausdruck. Die in (2), Nr. 2^ dargestellte Zahl l \ heifst dieser- 
halb y^der W^ BinomioHkoeffizient der n*^ Potenz^. 
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Differentialquotienten höherer Ordnung. 33 



Die Differentialquotienten und Differentiale höherer 

Ordnung von y = f{x), 

5rkläruDg: Soll sich ^x als stetige Variahele der Grenze 
n, ohne mit identisch zu werden, so schreiben wir (wie S. 17) 
att^x und nennen dx das Differential von x. Entsprechend ersetzt 
die Schreibweise /d^y des zugehörigen Wertes der «*^ Differenz 
i d*^y = d**f(x) und nennt dieselbe „das Differential w'*"" Ord- 
^ oder „das w** Differential^ der Funktion, 
An Stelle der Benennung „Grenze des w'*** Differentialquotienten*'' 



(S) •■' 



ist man übereingekommen , gerade wie bei n = ly kurz 

Differentialquotient^ zu sagen und zu schreiben. 
Unter Gebrauch dieser Sprechweise gilt der 

Lehrsatz: Der n'* Differentialquotient von y = f(x) liefert die 
ibleitung vonf(x): 

^ = /(«) (x) oder ausführlich lim. (^^ = /"> {x). 
ax j x=zo \^ X / 

Dies kann man aus einem Satze folgern, dessen Beweis in 
5clin. II, Kap. 3, Nr. 5 nachgetragen wird: 

Ist die Funktion F{x) samt ihrer Ableitung T' (x) im Intervall 
. X bis {x + ^ x) eindeutig und stetig, so gilt die Gleichung: 

^X /MX 

%' eine dem Intervall <C 'ö' <C I angehörende Zahl ist, deren 
)rt durch die Funktion F^ das Argument x und die Differenz /ix 
lingt ist. 

Die Werte x und /Ix seien so gewählt, dals die zu betrachtenden 
nktionen F(ic) und JF' (o?) im Intervall von x bis (a? + /It^ ein- 
atig und stetig sind. 

Da wir bei der folgenden Rechnung mehrere Zahlen %^ gebrauchen 
lasen, so sollen dieselben durch Indizes von einander unterschieden 
^rden. 

Man trage nun für F(x) in Gleichung (2) ein: 

^ /ix ' /Ix 

ad erhält dadurch: 

^VW f{x + %'/ix + Ax) —fix + ^-/ix) 
/ix^ /ix 

Die rechte Seite gestalte man vermöge (2) um, indem man in die 
rleichu' f (p^ + %''/ix) einträgt. Es folgt: 

Fr 3 
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(4) —J-^)-=f'{x + ^'Jx + ^'>Jx)=r{x + 2^r^^), 

wobei %" -^ %"' = 2%'i gesetzt ist. 

Für lim, ^x = folgt aus (4) Formel (1) für n = 2. 

Bildet man Formel (4) fnrF(x) anstatt /(j:;), und setzt demnächst 
für F(x) den Ausdruck (3), so folgt entsprechend : 

und damit der Beweis von (I) für w = 3 u. s. w. 

6. Die unendlich kleinen G-röfsen höherer Ordnung. 

Es sei s eine „unendlich kleine Grölse", d. h. eine Grölse, welche 
sich als stetige Variabele der Null nähert, ohne mit Null identisch zu 

werden. 

t 
Erklärung: Hängt die Gröfse ^ derart von s ab, dafs — für 

c 

lim, B •= sich einer endlichen und von Null verschiedenen Grenze an- 
nähertj so sagt man, t, werde im Vergleich zu s unendlich klein von der 
fiten Ordnung, oder man spricht auch, so oft es keine Zweideutigkeit her- 
vorruft, schlechthin von einer y^unendlich kleinen Gröfse der w'*** Ord- 
nung^. 

Da ß^^ {x) für gewöhnlich nur für vereinzelte Werte von x gleich 
oder oo wird, so folgt aus (1), S. 33, der 

Lehrsatz: Bas n*® Differential d^y = d^f(x) einer Funktion 
y = f(x) ist im allgemeinen unendlich klein von der t***" Ordnung, so- 
fern dx unendlich klein von der ersten Ordnung ist. 

7. Vergleich unendlich kleiner Gröfsen verschiedener 

Ordnungen. 

Es sei 5 unendlich klein von der w*®° und fj unendlich klein von 
der m*®^ Ordnung, und es sei m ^ n und also l = m — w > 0. 
Dann gilt: 

'^M-':^ö{i- !■') = '■ 

Läfst man, gerade wie bei Differentialen, das Zeichen lim. in den 
Formeln fort, so ergibt sich hieraus : 

^-^^^ = 1 oder, was dasselbe besagen soll, ? + , = ?. 

Dies Ergebnis drückt man aus durch den 

Lehrsatz: Eine unendlich kleine Gröfse höherer Ordnung ist 
im Vergleich zu einer solchen niederer Ordnung selber verschwindend 
oder unendlich klein und kann neben jener vernachlässigt werden. 



Unendlich kleine Gröfsen höherer Ordnung. 
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Eine zwar ungenaue, aber nützliche Veranschaulicliung dieser Ver- 
hältnisse gewinnt man dadurch, dals man die unendlich kleine Grölse 
durch eine konstante und sehr kleine Zahl ersetzt: 

I. Ist 6 = , so ist «2 als tausendster Teil von e im Ver- 
gleich zu £ sehr klein. 

II. Teilt man den Würfel von der Kubikeinheit , wie Fig. 21 an- 
deutet, durch äquidistante Horizontalebenen in n Scheiben der Höhen 



Fig. 21. 



Fig. 22. 



Fig. 23. 




w 



<i({<{0 



6 :=: —j SO wird der Kubikinhalt der einzelnen Scheibe 6 und ist so- 
n 

mit bei grolsem n sehr klein. 

Teilt man die einzelne Scheibe, wie Fig. 22 zeigt, durch n äqui- 
distante Vertikalebenen in n Prismen, so ist der Kubikinhalt des ein- 
zelnen Prismas s^ und offenbar im Vergleich zum Volumen der Scheibe 
selber sehr klein. 

Teilt man endlich das Prisma in n kongruente Würfel (vergl. 
Fig. 23), so wird der Kubikinhalt eines einzelnen Würfels 6^ wiederum 
gegenüber dem des Prismas sehr klein. 
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Zweiter Abschnitt. 



Anwendungen der Differentialrechnung. 



Erstes Kapitel. 

Bestimmung der Maxima und Minima einer Funl^tion f{x). 



1. Satz über das Vorzeiolieii der Ableitung /' (x). 

unter y =f(x) verstehen wir, wie bisher, irgend eine „elemen- 
tare" Funktion. 

Erklärung: Die Funktion y =z f (x) hei f st mit x j^gleichändrig^ 
oder yfUngleichändrig^ , je nachdem sie mit stetig wachsendem x gleich- 
falls wächst oder abnimmt. 

Es ist z. B. die Funktion y •= x^ — 2 für alle positiven Werte 
des Argumentes mit x gleichändrig , für alle negativen Werte mit x 

ungleichändrig. Die Funktion sinx ist zwischen x = — — und 

X = -\- — mit X gleichändrig, im Intervall von — bis -r- ungleich- 

ändrig US. w. ' 

Lehrsatz: Eine Funktion f (x) ist für alle diejenigen Werte von 
X mit X gleichändrig (ungleichändrig) j für welche die Ableitung positiven 
(negativen) Zahlwert hat. 

Der Beweis entspringt aus der geometrischen Bedeutung des 
Differentialquotienten (vergl. Fig. 14, S. 17); daselbst ist a spitz oder 
stumpf, je nachdem für den Punkt P die Funktion /(o;) mit x gleich- 
ändrig ist oder nicht. 

2. Die Maxima und Minima einer Funktion f(x)» 

Erklärung: Hört f(x), während x als stetig wachsende Gröfse 
den Wert x = a passiert j auf, mit x gleichändrig zu seirij um dem- 



Maxima und Minima einer Funktion f{x). 
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nächst mit x ungleichändrig zu werden, so wirdf(x) für x ^= a zu 
einem y,Maximum^. Hörtf(x), während x als stetig wachsende G-röfse 
den Wert x = a passiert, auf, mit x ungleichändrig zu sein, um dem- 
nächst mit x gleichändrig zu werden, so wird f(x) für x = a zu einem 
yjMinimum^, 

Fig. 24 erläutert den Fall des Maximums bei x = a. 



Fig. 24. 




Zufolge der Erklärung werden hier die 
Werte der Funktion nur für solche Argu- 
mente X mit einander verglichen, welche in der 
nächsten Nachbarschaft oder, wie man sagt, 
in der y^TJmgebung^ von x = a liegen. Es 
darf somit in Fig. 24 sehr wohl f{b) gröfser 
als der Maximalwert / (a) sein. 

Lehrsatz: Eine Funktion f (x) wird stets und nur dann für 
X = a zu einem Maximum (Minimum), falls ihre Ableitung f (x), wäh- 
rend x als stetig wachsende Gröfse den Wert x = a passiert , von posi- 
tiven zu negativen (negativen zu positiven) Zahlwerten übergeht 

Der Beweis ergibt sich sofort aus Nr. 1. 

Der Vorzeichen Wechsel der Zahlwerte von f{x) kann auf drei 
Arten vor sich gehen: 

I. Ist die Ableitung f(x) in der Umgebung von x = a stdig, so 
Tzann dieselbe nur vermöge des ^^Durchganges durch 0^ bei x ^ a von 



positiven zu negativen Werten oder um- 
gekehrt gelangen. 

In diesem Falle hat die zu y = f(x) 
gehörende Kurve im Punkte x =^ a, 
y =f(a) eine parallel zur o;- Achse ver- 
laufende Tangente. 

Als Beispiel diene die Funktion: 



Fig. 25. 



y = 



3 2 ^6 



deren Ableitung: 

f(x) = x^-- x — 2 =(x + 1) (x — 2) 




(2,-5f) 



für alle endlichen Werte x stetig ist. Hier geht/(a;) von positiven zu 
negativen Werten über, falls x als wachsende Grölse den Wert — 1 

passiert; andererseits geht/(a?) stetig von negativen zu positiven Werten, 

4 

wenn x wachsend die Stelle x=2 durchläuft. Somit ist /(— 1) = — 

o 

19 

ein Maximum und/(2) = ^ ein Minimum; der in Fig. 25 ge- 

6 

zeichnete Verlauf der Kurve der vorliegenden Funktion bringt dies 

zur Anschauung. 
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II. Zweitens lcannf'(x) vermöge des ^Durchganges durch oo" von 
positiven zu negativen Werten oder umgekehrt gelangen, 

Fig. 26. Ein Beispiel liefert die Funktion: 

deren Ableitung: 

f\x) = ^ 




5 V(a; — 2)3 

bei X = 2 durch oo von positiven zu negativen 
Werten übergeht. /(2) = 5 ist ein Maximum der Funktion, wie 
Fig. 26 zeigt 

Bei Annäherung an die Stelle x = a von der einen und der 
anderen Seite wird, wie Fig. 26 erläutert, der S. 17 mit u bezeichnete 
Winkel zwischen der Kurventangente und der o;- Achse sich dem Werte 

— annähern. Die Kurve besitzt im Punkte x = a, y ==f(a) einen 

sogenannten „Rückkehrpunlct^ (eine „Spitze'^) mit einer zur y- Achse 
parallelen Tangente. 

III. Endlich kann f (x) hei x= a 
y^sprungweise unstetig'' sein und hier- 
bei von positiven zu negativen Werten 
oder umgekehrt gelangen. 

Fig. 27 zeigt die hierbei vorliegende 
Gestalt der Kurve y = f(x). 



Fig. 27. 




3. Gebrauch höherer Ableitiingen zur Bestimmung der Maxima 

und Minima von f(x). 

Es gelte jetzt die spezielle Annahme, dala f(x), f' (x), ..., ß*^Hx) 
in der Umgebung von x = a stetig und (was nicht immer besonders 
gesagt wird) eindeutig seien. 

Soll f(x) für X = a zu einem Maximum (Minimum) werden, so ist 
f\a) = (Nr. 2, Fall I), und f'(x) muls in der Umgebung von x ^= a 
mit X ungleichändrig (gleichändrig) sein. 

Die letztere Forderung ist nach Nr. 1 erfüllt , wenn f" (x) in der 
Umgebung von ic = a negativ (positiv) ist. Weifs man, dafs für 
X = a selbst /" (a) < (bezw. > 0) zutrifft , so kann wegen der 
Stetigkeit von /" (x) in der nächsten Nachbarschaft von x = a die 
Funktion f" (x) weder = noch ^ (bezw. <; 0) sein. Man kann 
also im Falle /" (a) <C (bezw. > 0) die fragliche Umgebung so klein 
wählen, dals in ihr durchweg /" (a?) <;0 (bezw. >0) gilt. 

Diese Überlegung liefert den 
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Lehrsatz: Sind f (x), f (x)j f (x) in der Umgebung van a? = a 
stetig und verschwindet f (x) für x = a, während f' ((^) < (hezw. > 0) 
ist, so wird f(x) für x •=- a zu einem Maximum (Minimum), 

Weitere Untersuchung erfordert der Fall , dafs auch f (a) = 
ist. Es sei sogleich: 

(1) /' (a) = 0, /" (a) = 0, . ... /»-» (a) = 0, /<") (a) ^ 0, 

d. h. alle Ableitungen bis zur rC-^^ exklusive sollen für x -= a ver- 
schwinden. 

Ist z. B. /(**^ (a) <:^ , so ergibt sich aus dem letzten Lehrsatze, 
dafs /^**~^^(a) = ein Maximum von f^^~'^^{x) ist, und dafs somit 
y(n— 2)^^^ in der Umgebung von x ^= a nicht positiv ist. 

Dies zeigt, dafs/^**"~^^(a;) in der ganzen Umgebung von a; = a 
mit X ungleichändrig ist und also [wegen/^"~^^(a) = 0] von positiven 
zu negativen Werten geht, wenn x wachsend den Wert a passiert. 
Hieraus folgt wieder, dafs f^^~^\a) = ein Maximum von ß^^*^ (x) ist. 

Durch Fortsetzung dieser Schlufsweise und Ausdehnung auf den 
Fall /(") (a) > ergibt sich der 

Lehrsatz: Es seien f(x), f (x)j . . ., ß^^ (x) in der Umgebung von 
X = a stetig, und es mögen die (n — 1) ersten Ableitungen f (x), ..., 
y^(n— 1) ^^^ y^^ X =z a verschwinden, während ß**^ (a) ^ sei. Man hat 
zu unterscheiden j ob n eine gerade oder ungerade Zahl ist. Im ersteren 
Fälle ist f(a) ein Maximum (Minimum) vonf(x)t wenn ß^\a) <i C> 0) 
ist, Ist aber n ungerade^ so ist f(a) weder ein Maximum noch ein 
Minimum von f(x). 

Die Tangente der Kurve y=f{x) im Punkte I'ig. 28. 

X = a, y =f{a) ist wegen ß (a) = parallel 
zur aj- Achse. Ist n ungerade, so bleibt die Funk- 
tion /(aj), nachdem x den Wert a durchlaufen hat, 
mit X gleichändrig (ungleichändrig), wie sie es 
vorher war. Die Kurve y =f(x) hat bei x = a, 
y = f (a) einen sogen. „ Wendepunkt^ mit einer 
zur a;- Achse parallelen „Wendetangente" (vergl. 
Fig. 28). 



Zweites Kapitel. 

Betrachtung des Terlaufes ebener Kuryen. 



1. Tangenten und Normalen einer ebenen Kurve. 

In der Ebene sei eine Kurve gegeben , deren Gleichung in recht- 
winkligen Koordinaten o;, ^ die Gestalt y = f{x) habe. Die Kurve 
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Fig. 29. 



«'=«+90» 



werde kurz G genannt; f (x) sei eine elementare eindeatige oder 

mehrdentige Funktion. 

Erklärung: Sind P und Pi ewei 
Punkte der Kurve C, so bezeichnet man 
die Grenzlage ^ welcher die durch P 
und Pi hindurchlaufende Gerade zu- 
strebt y wenn P^ dem Punkte P auf C 
ohne Ende oder unendlich nahe kommt, 
aJs yf Tangente^ der Kurve G im 
Punkte P. 
Die Tangente gibt die Richtung der G im Punkte P an. 

Erklärung: JEine im Punkte P die Tangente und also die Kurve 
senkrecht schneidende Gerade heifsb ^Normale^ von G im Punkte P, 

Um die Gleichungen fär Tangente und Normale aufzustellen, seien 
I, )} die Koordinaten der Punkte auf einer dieser Geraden; während 
X und y = f{x) die Koordinaten von P sind. 

Als „Bichtungskoeffizienten^ der Gleichungen von Tangente und 
Normale hat man (cf. Fig. 29): 




tga = ^=f{x), 
ax 



. , dx — 1 

tga' = — — = — — 

äy f W 



Lehrsatz: Die Gleichung der Tangente von G im Punkte P der 
Koordinaten x, y =f(x) ist: 



(1) 



^-t' = T.^^-'^ 



oder rj — y =f'(x) (^ -^ x). 



Die Gleichung der Normalen von G im Punkte P ist: 



(2) a^x) + ^£(ri-y) = 



oder i^-x) + f (x) (ri — y)=o. 



2. Tangente, Normale, Subtangente und Subnormale der 

Kurve G für einen Punkt P. 

Erklärung: Die auf der Tangente und Normale durch den Be- 
rührungspunkt und die x- Achse eingegrenzten Strecken heifsen „ Tangente 
und Normale im engeren Sinne'^ und werden durch T und N bezeichnet. 



Fig. 30. 



Hat es keine Zweideutigkeit zur Folge, 
so nennt man T und N auch wohl 
schlechthin yj Tangente^ und ^NormaW. 
Die Projektionen der Strecken T und 
N auf die x- Achse heifsen y^ Subtangente*^ 
und y^Subnormale"' und werden^ durch 
St und Sn bezeichnet, 
Fig. 30 hringt diese Verhältnisse für den Fall zur Darstellung, 
dals hei P die Ordinate y positiv und/(a;) mit x gleichändrig ist 
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Durch Diskussion der in Fig. 30 auftretenden Dreiecke folgt der 
Lehrsatz: Für die zum Punkte P von C gehörenden Strecken 
Sty Sw, T und N gelten die Gleichungen : 

y 



(1) 






Sn 






(2) 






Diese Gleichungen bleiben auch in den übrigen, durch Fig. 30 
nicht einbegriSenen Fällen bestehen; nur mufs man vorkommenden 
Falles die rechten Seiten im Zeichen wechseln, damit für T, N^ St, Sn 
positive Zahlwerte entspringen. 

3. Bogendifferential der Kurve C. 

Die Bogenlänge der Kurve C werde, von einem beliebig gewählten 
Anfangspunkte auf G bis zum Punkte P von der Abszisse x gemessen, 
durch s bezeichnet. Die Malszahlen s sollen auf G von jenem An- 



Fig. 31. 




fangspunkte aus nach der einen Seite positiv, 
nach der anderen negativ gerechnet werden. 

Zu einem zweiten Punkte Pi von der Ab- 
szisse Xi = oj -f- ^x gehöre die Bogenlänge 
Si = s -\- ^ s\ dann ist ^s der dem Zuwachs 
^ X entsprechende Zuwachs von s. 

Erklärung: Kommt Pi dem Punkte P ohne 
Ende nahe, so setzt man dx und ds für ^x 
und /J s und nennt ds das dem Differential dx entsprechende y^Bogenr 
differential^ oder „Bogenelement^ der Kurve G. 

Fig. 31 zeigt ds als Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks 
mit den Katheten dx und dy^). 

Lehrsatz: Das Bogendifferential ds von G ist gegeben' durch : 

(1) ds'^ = dx^ + dy^ oder ds = ± dx Vi + [f(x)]^ 

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem s mit x gleichändrig 
ist oder nicht. 

Mit Hilfe des BogendiSerentials schreiben sich die Gleichungen (2), 
Nr. 2: 



(2) 



^ , ^S AT _L ^^ 



^) Genau genommen wird die Hypotenuse von der zum „Bogen" ds 
gehörenden „Sehne*' der Kurve C geliefert. Indessen kann man zeigen, dafs 
der Quotient des Bogens ds und der zugehörigen Sehne für lim. ds = die 
Grenze 1 hat. 
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II, 2. Verlauf des ebenen Kurven. 



4. Beispiele zur Berechnung der Tangenten, Normalen u. s. w. 

I. Die in Fig. 32 dargestellte Parabel hat die Gleichung: 

(1) . . . , y^ = 2px oder y = + }2px. 

Der in Fig. 32 gewählte Punkt P hat positives y, so dals gilt: 



(2) 



(3) 



d^ 2^x i2px y 

Aus (1), Nr. 2 folgt hier für St und Sni 

St = — = 2x, Sn = y'-=p, 

P y 



... 



Fig. 32. 



Fig. 33. 





Lehrsatz: Bei der Parabel ist die Subtatigente des einzelnen 
Punktes P gleich der doppelten Abszisse von P, die Subnormale aber ist 
konstant gleich p. 

IL Erklärung: Läfst man einen Kreis auf einer Geraden r ollen j 
so beschreibt ein einzelner Punkt des Kreises eine sogen, j^Zykloide^, 

Der Kreis habe den Radius a; die Gerade, auf welcher der Kreis 
rollt, werde die ä;- Achse; der Berührungspunkt der ic- Achse und des 
Kreises in der Anfangslage sei der Nullpunkt 0. Indem der Kreis 
etwa nach rechts rollt, beschreibt der anfängliche Berührungspunkt 
die in Fig. 33 angedeutete Zykloide. 

Bei der in Fig. 33 festgehaltenen Lage des rollenden Kreises hat 
der die ausgewählte Zykloide beschreibende Punkt die Stelle A erreicht. 
Der Kreis hat bis dahin um seinen Mittelpunkt eine Drehung erfahren,* 
die durch den Winkel 2i AGB = t, den sogen. y^Wölzungsivinkel^ , 
gemessen werden kann. 

Für die Koordinaten OD ^= x, AD = y des Punktes A der 
Zykloide liefert die Diskussion der Fig. 33: 

(4) . . . X = a (t — sint\ y r= a {\ — cost). 

Durch Elimination von t findet man als Gleichung zwischen x 
und y: 



Die Zykloide. Konkavität und Konvexität der Kurven. 
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(5) 



X 



= — y2a2/ — y^ + a • arc cos l ) 



Lehrsatz: In (5) ist die Gleichung der Zykloide gewonnen. 
Meistens ist es indessen einfacher j die Zykloide durch das Gleichungen- 
paar (4) darzustellen, wobei die Koordinaten x, y des einzelnen ZyMoiden- 
Punktes als Funktionen der unabhängigen Variahelen t erscheinen. 

Aus (4) ergibt sich leicht: 






Sin I — 



(0 



Die Formeln in Nr. 2 ergeben sonach: 

(7) . . . . JV =: 2 a sm f — j , Sn ^= asint 

Zufolge der letzten Formel ist die Subnormale in Fig. 33 durch 

die Strecke DB gegeben. 

Lehrsatz: Bei der Zykloide läuft die Normale des einzelnen 
Punktes A durch den Berührungspunkt B des zugehörigen Kreises mit 
der X-Achse hindurch. 



5. Konkavität und Konvexität der Kurven. 

Man ziehe im Punkte P der Kurve C die Tangente und nehme 
an, dals dieselbe nicht parallel zur i/- Achse ist. 

Erklärung: Liegt die Kurve C in der nächsten Umgebung von F 
unterhalb ^) der Tangente^ so hei f st die Kurve bei P y^nach unten konkav^ 
(nach oben konvex); liegt indes C in der nächsten Umgebung von P ober- 
halb der Tangente, so hei f st die Kurve bei P ,^7iach unten konvex^ (nach 
oben konkav). 

In Fig. 14, S. 17, welche zur Erläuterung der geometrischen Be- 
deutung von /' (x) diente, liegt in der Umgebung des Punktes P beide 
Male Konkavität nach unten vor. In diesem Falle ist, wie man sich 
an der genannten Figur veranschauliche, /' (x) mit x ungleichändrig und 



also/"(Ä;) negativ. Allgemein gilt der 

Lehrsatz: Ist die Kurve C in der 
Umgebung des Punktes P nach unten 
konkav (konvex), so hat die zweite Ab- 
leitung f"(x) daselbst negative (posi- 
tive) Zahlwerte und umgekehrt. 

Für die in Fig. 34 dargestellte 
Ellipse ist: 



Fig. 34. 




^) Die Bichtung „nach unten" soll in der rr^-Ebene diejenige der nega- 
tiven ^- Achse sein. 
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(1) 



«a ^ 52 - ^' 



2/ = ± - Va2 — x\ 
a ' 



Das obere Zeichen gilt, wenn der Punkt P oberhalb der a?- Achse 
liegt. Für diesen Fall ist: 

dy hx d^y ah 

• • ■■—■■ ■ ^^^ — ^ 

dx 



(2) 



Die Ellipse ist in der Umgebung von P nach unten konkav, was 
in Übereinstimmung mit dem negativen Zeichen des Zahlwertes von 



dx^ 



bei P ist. 



In die vorstehende Betrachtung ist der Fall, dals die Tangente 

in P mit der «/-Achse parallel ist, nicht einbegriffen. Für diesen Fall 

sehe man x als Funktion von y an und diskutiere zur Bestimmung 

d^x 
der konkaven Seite der Kurve das Vorzeichen von —-— • 

dy^ 



6. Wende- oder Inflexionspunkte einer Kurve. 

Man nehme zunächst wieder an, dafs die Tangente von G im 
Punkte P nicht zur ^- Achse parallel sei. 

Erklärung: Ist die Kurve C auf der einen Seite des Punktes P 
nach unten konkav und auf der anderen Seite nach unten konvex^ so 



Fig. 35. 




hei f st der Punkt P ein Wende- oder 
Inflexionspunkt der Kurve und die Tann 
gente in P hei f st Wende- oder In- 
flexionstangente. 

Dieses Vorkommnis ist in Fig. 35 
erläutert. 

Aus Nr. Ö folgt der 
Lehrsatz: Die Kurve C hat an 
der Stelle x = a^ y = f(a) stets und 
nur dann einen Wendepunkt, wenn die zweite Ableitung f" (x) ^ falls x 
den, Wert a durchläuft, von positiven zu negativen Zahlwerten iXbergeht 
oder umgekehrt. 

Betreffs des Zeichen wechseis Yon f"(x) hat man, wie S. 37 u. f., die 
drei Möglichkeiten, dals f"{x) an der Stelle x = a den Wert pas- 
siert oder durch oo hindurchläuft oder sprungweise unstetig wird. Der 
erste Fall ist der wichtigste; ihm gilt der 

Lehrsatz: Ist f"(x) in der Umgehung von x = a stetig, so gilt 
für die Abszisse a des Wendepunktes f" (a) = 0. 

Für y = sin x ist /" (x) = — sin x ; sämtliche Schnittpunkte 
der 0?- Achse und der Sinuslinie sind Wendepunkte der letzteren (vergl. 
Fig. 9, S. 8). 
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Einen etwaigen Wendepunkt mit einer zur ^- Achse parallelen 
Tangente macht man der Rechnung in der Weise zugänglich, dals man x 

als Funktion von y ansieht und die Werte von -r—r auf ihre Vorzeichen 

untersucht. 



7. Die Ejümmungskreise einer Kurve. 

Der Kreis durch die drei Punkte P, Pj, P^ der Kurve C heilse K, 
Rückt Fl dem Punkte P unendlich nahe, so werden K und C im 
Punkte P gemeinsame Tangente gewinnen und also einander berühren. 
Rückt üherdies auch noch F^ dem Punkte P unendlich nahe, so geht 
hierbei K in eine Grenzlage über, welche man als den y^Krümmungs- 
kreis'' der Kurve C im Funkte F bezeichnet. 

Lehrsatz: Der Krümmungskreis von C im Funkte F hat mit der 
Kurve C bei F drei unmittelbar auf einander folgende Funkte oder, wie 
man sagt, „konseku/tive'' Funkte gemein, 

Erklärung: Der Mittelpunkt des Krümmungskreises keifst Krüm- 
mungszentrum, der Badius desselben Krümmungsradius der Kurve G 
an der Stelle P. 

Unter allen die Kurve C im Punkte P berührenden Kreisen 
schmiegt sich der Krümmungskreis der Kurve am engsten an; er ist 
dieserhalb geeignet, ein ^^Mäls für die Krümmung" der Kurve G bei P 
abzugeben. 

Die Krümmung des Kreises ist längs der ganzen Peripherie die- 
selbe, und sie ist übrigens um so geringer, je gröfser der Radius ist. 
Als j^Krümmungsmafs'^ des Kreises benutzt man demnach den rezi- 
proken Wert des Radius. 

Lehrsatz: Das Krümmungsmafs der Kurve G an der Stelle F ist 
durch den reziproken Wert des Krümmungsradius gegeben. 

Das Krümmungszentrum liegt auf der Yiv. 36. 

zu P gehörenden Normalen der Kurve G. 

In Fig. 36 gilt die Annahme, dals von 
den drei zunächst getrennt liegenden Punkten 
P, Fl, P2 die beiden ersten bereits zu- 
sammenfallen. Man findet dann den Mittel- 
punkt M von K durch die in der Figur aus- 
geführte Konstruktion, bei welcher MQ das 

Mittellot der Strecke FF^ ist. Rückt jetzt auch F2 dem Punkte P ohne 
Ende nahe, so wird QM zu einer mit FM „konsekutiven" Normale. 

Lehrsatz: Das Krümmungszentrum ist die Grenzlage des Schnitt- 
punktes der zu F gehörenden Normalen mit einer zweiten Normalen, deren 
Fufspunkt dem Funkte F ohne Ende nahe kommt. 
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8. Berechnung des Elrümmungszentrums und 

Krümmungsradius. 

Der letzte Lehrsatz liefert eine Methode zur Berechnung der 
Koordinaten des Krümmungszentrums. 

Sind X, y die Koordinaten von P, ferner x -|- ^x, y -\- ^y die- 
jenigen eines nahe bei P gelegenen Punktes P' und endlich |, rj die- 
jenigen des Schnittpunktes der zu P und P' gehörenden Normalen, so 
gilt nach (2), S. 40 : 

(S - a: - ^a;) + / (x + ^x) (rj — y -- ^y) = 0. 
Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten folgt: 

Für im. z/rc = ergibt die Fortsetzung der Rechnung den 

Lehrsatz: Die Koordinaten |, rj des zum Punkte P gehörenden 
Krümmungszentrums ^ sowie der Krümmungsradius q stellen sich ver- 
möge der Koordinaten x, y von P und der Kurvengleichung y = f(x)j 
wie folgt, dar: 

(1) § — x ^„^^^ , ri — y + ^„^^^ , 

^^^ ^-- — fü^) 

Gleichung (2) folgt aus (1), insofern Q gleich der Entfernung des 
Punktes (|, rj) vom Punkte (Xy y) ist. Das Vorzeichen in (2) rechts 
ist so zu wählen, dals Q positiven Wert bekommt. 

Ist P ein Wendepunkt, in dem /" {x) = ist , so wird (> ==: oo , 
Hier artet der Krümmungskreis in die zugehörige Wendetangente aus, 
welche somit drei konsekutive Punkte mit der Kurve C gemein hat. 

Setzt man im Falle der Ellipse in (1) und (2) die in (2), S. 44, 
gegebenen Werte ^on f {x\ f {x) ein, so ergibt die Rechnung: 



unter e^ = a^ — b^ das Quadrat der Exzentrizität verstanden. 

Für die ZyMoide liefern die dritte und erste Formel (6), S. 43: 

^ ^ ^^^K^) ät _ __ 1 

^ ^ dx^ dt dx . w/^\ 

4 a sm^ ( — j 



(5) 
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Die Entwickelung der Formeln (1) und (2) ergibt hier: 
^ = a (^ + sin t), rj r= — a (1 — cost\ (> = 4 a sin { ^ ) • 

Durch Vergleich mit der ersten F^ormel (7), S. 43, entspringt der 
Lehrsatz: Für den einzelnen Punkt der Zykloide ist der Krüm- 
mungsradius Q doppelt so grofSj als die Normale N, 

In Fig. 33, S. 42 , ist somit der zum Punkte Ä gehörende Krüm- 
mungshalbmesser die über B um sich selbst verlängerte Strecke AB, 

9. Die Evoluten und Evolventen. 



Fig. 37. 



Erklärung: Der geometrische Ort aller zu einer Kurve C ge- 
hörenden Krümmungszentra stellt eine neue Kurve dar^ welche man als 
y^Krümmungsmittelpunktskurve^ oder y, Evolute'^ 
von C bezeichnet. 

In Fig. 37 sind für einige, einander nahe 
gelegene Punkte P, Pi, Pj, ... von C die Nor- 
malen errichtet und je zwei auf einander fol- 
gende unter ihnen in Q, Qi, Ö2» ••• zum Durch- 
schnitt gebracht. Diese Punktreihe gibt ein 
ungefähres Bild vom Verlauf der Evolute. 

Speziell veranschaulicht Fig. 37 folgenden 

Lehrsatz: Die Normale von C im Funkte 
P ist Tangente der Evolute in dem P ent- 
sprechenden Punkte Q, 

Zum Beweise ziehen wir die Formeln (1), 
Nr. 8, heran, in denen die Koordinaten |, rj 
von Q als Funktionen von x dargestellt sind. 

Aus diesen Formeln ergibt sich: 

...dl , 3/7 "'' -/" -/' v" d^ _ 3fr ' —f'—j'^r 

^'dx.~ ^ ' /"2 ' dx~ ~ /''2 

wo der Kürze halber die Argumente x hei f\f",f"' fortgelassen sind. 
Aus (1) folgt weiter: 




(2) 



^-1 = -/« 



dt] dtj 1 



Braucht man nun den Winkel « im Sinne von Fig. 14, S. 17, und 
nennt den entsprechenden Winkel bei der Evolute «', so folgt aus (2): 



(3) 



dn . , 



fix) 



- — und also a' == « i -- 
tgcc 2 



womit der aufgestellte Lehrsatz bewiesen ist. 

Des weiteren veranschauliche man sich an Fig. 37 den 
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Lehrsatz: Das Bogendifferential dö der Evolute ist, absolut ge- 
nommen, gleich dem entsprechenden (d, i, zu demselben dx gehörenden) 
Differential dQ des Krümmungsradius, 

Aus (1) ergibt sich nämlich: 



m = ©■ + ©■= <' + '-> (■ 



f"^ 






und zu dem gleichen Ausdruck gelangt man von (2), Nr. 8, aus für 
-7^ j , so dals in der Tat dö = + dQ gilt. 

Denkt man die Tangente QP der Evolute als gespannten Faden, 
so zeigt der letzte Lehrsatz, dals bei Auf- oder Abwickelung des Fadens 
auf der Evolute der Endpunkt P des Fadens die ursprüngliche Kurve 
C beschreibt. 

Erklärung: Die Kurve, welche durch irgend einen Punkt eines 
längs einer gegebenen Kurve aufgemckelten und gespannten Fadens bei 
weiterer Auf- oder Abwickelung beschrieben wird, hei f st eine Evolvente 
der gegebenen Kurve, 

Da hierbei die Auswahl des beschreibenden Punktes auf dem 
Faden willkürlich ist, so hat jede Kurve unendlich viele Evolventen, 

Lehrsatz: Das Verhältnis zwischen der ursprünglichen Kurve C 
und ihrer Evolute kann man auch so aussprechen, dafs C eine unter den 
Evolventen jener Evolute ist. 



10. Gleichung der Evolute und Beispiele. 



(1) 



Durch die Gleichungen: 



^ = x 



f" 



und 



1 + f^ 



sind die Koordinaten |, rj des einzelnen Punktes der Evolute in x dar- 
gestellt. Die Elimination von x liefert eine Gleichung F (^, rj) = 
für J und rj, welche somit die Gleichung der Evolute von C ist. 

Fig. 38. Sind | und rj in x und y aus- 

gedrückt, so muls man zur Elimi- 
nation von X und y noch die zwi- 
schen X und y bestehende Gleichung 
der ursprünglichen Kurve C her- 
anziehen. 

So gelten z. B. im Falle der El- 
lipse die Gleichungen (3), S. 46. 
Berechnet man aus ihnen x und y 
und trägt die entspringenden Aus- 
drücke in die Gleichung: 




Die Evoluten der Ellipse und der Zykloide. 
^ + ^ = 1 
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a' 



52 



der Ellipse ein, so ergibt sich: 



(2) (air + (brir = e^ 

als Gleichung der Evolute. 

Die Gestalt dieser Evolute sieht man in Fig. 38. Die Scheitel- 
punkte der Ellipse sind Punkte grölster bezw. kleinster Krümmung; 
dem entspricht es, dals die ihnen zugehörigen Punkte der Evolute 
Rückkehrpunkte (Spitzen) sind. 

Die Evolute der Zykloide ist in Fig. 39 dargestellt; es gilt der 
Lehrsatz, dafs die Evolute der Zykloide seihst wieder eine Zykloide ist. 



Y-Achse 



Fig. 39. 
y-Achse 



X-Achse 




X-Achse 



Führt man nämlich das in Fig. 39 angedeutete Koordinaten- 
system X, Y vermöge: 

ein und setzt T = t + Jr, so nehmen die Gleichungen (5), S. 47, der 
Evolute der Zykloide die Gestalt an: 

X^ a (T — sinT), T = a (l — cos T). 

Hierdurch ist eine mit der ursprünglichen kongruente Zykloide dar- 
gestellt [vergl. (4), S. 42]. 

Wickelt man in Fig. 39 den Faden Q"' P'" = 4a nach links auf 
der Evolute auf, so gelangt man zum 

Lehrsatz: Die Bogenlänge eines einzelnen (zwischen zwei auf 
einander folgenden tiefsten Funkten gelegenen) Zweiges der Zykloide ist 
achtmal so grofs, als der Badius a des rollenden Kreises. 



Fr icke, Leitfaden. 
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11. Gebrauch der Folarkoordinaten. 

In Fig. 40 sei der y,Pol^ und OÄ die „Achse** eines Polar- 
koordinatensystems. Die Polarkoordinaten r, O* eines Punktes P sind 

Fig. 40. ^ dann der j^Radius vector^ QP = r und die 

y,ÄmpJitude^ d' = 2iÄ0P, 

Es sei eine beliebige Kurve C vorgelegt, 
deren Gleichung die Gestalt r = /(O*) habe. 

Auf C sind zwei Punkte P und P^ der 
Koordinaten r, d" und r -\- ^r, & -\- ^d' 

A^ fixiert, und es ist 0§ = OP gemacht, so dals 
man hat: 




(1) 



P(2 = 2rsm(^— j, P^Q = Jr, 
2iOPQ=^2iOQP = ^-^ 



Die Erklärung der Winkel £, £ und rj entnehme man aus Fig. 40; 
es gilt: 



(2) . . . e = - + — 



^ ~ 2 "^ 2 



V' 



Durch Betrachtung des Dreiecks PQPj ergibt sich vermöge (1) und (2): 



(3) 



PPi^=Jr^ + 4r2sm2f-— j + 4r z/rsm^f-— j, 



• • < 



cos 



{1-— )='»{— j p„ 



') 



dr 



Die Division der ersten Gleichung durch /dO"^ liefert: 



<«> (55)"= (^)"+ '■ 



Sl» — r— ' 



^Z«' 



/ . ^» 



+ r . z/r • 



/ 



sen 



z/O" 



\ 



Nimmt z/O* ohne Ende ab, so liefert die Sehne PP^ das Bogen- 
element ds von C\ somit folgt aus (4): 



(6) 



• 



^— M = (-T^ + »"^ oder ds^ = dr^ + r^dd"«, 



während sich daraufhin aus (3) ergibt: 



(6) cosri = 



c?r 
ds 



tg^' 



^ ~ cos^ri "~ \dr) \dr ) 
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Lehrsatz: In Pölarkoordinaten drücken sich das BogendifferenticU 
und die Funktion ig des Winkels ri zwischen Badius vector und Tan- 
geinte van C im Punkte P, wie folgt, aus: 

(7) . . . ds ==±idr^ + rsdö-a, tgri = ^^' 

'• ' dt 

Das Yorzeichen der rechten Seite der letzten Formel ist richtig 
fixiert, da r] spitz (stumpf) ist, wenn r mit %" gleichändrig (ungleich- 
ändrig) ist. 

12. Erklärung von Folartangente, Folarnormale tu 8. w. 



Fig. 41. 



In Fig. 41 ist in auf dem Radius vector OP des Punktes P 
die Gerade QJR senkrecht gezogen; und es sind Tangente und Normale 
von C im Punkte P bis zu ihren Schnitt- 
punkten Q und It mit jener Senkrechten ge- 
zogen. 

Erklärung: Die Strecken TQ und PB 
heifsen die zum Punkte P von C gehörende 
y^Polartangente^ T und j,Polarnormale^ N; 

entsprechend heifsen die Strecken OQ und OB 
y,Polarsubtang€nte^ St und ^Polarsuhnor- 
inale^ Sn. 

Durch Betrachtung der Dreiecke in 
Fig. 41 folgt der 

Lehrsatz: Für die Polartangente T u. s. w. gelten die Formeln: 




(T= r 



(1) 



ds 



St = 



dr' 
r^dd' 



N = 



Sn = 



ds 
dr 



Fig. 42. 



dr ' dd' 

Besonders geeignet sind die Polar- 
koordinaten zur Untersuchung der Spiralen. 
Ein Beispiel liefere die durch: 

(2) . . . . r = e««'^ 

gegebene logarithmische Spirale, deren 
Verlauf Fig. 42 andeutet. Die logarith- 
mische Spirale hat sowohl nach aulsen 
wie auch in der Richtung auf den Pol 
unendlich viele Windungen. 

Aus (2) ergibt sich für die fragliche Spirale: 




(3) 



tffV 



a a 



1+ a^ 



St = -, Sn = ar, 
a 
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Lehrsatz: Für alle Punkte der logarithmischen Spirale hat der 
Winkel rj den gleichen Wert; die Längen T und ebenso Ny St und Sn 
sind für die verschiedenen Punkte der logarithmischen Spirale mit r 
proportional. 



Drittes Kapitel. 

Theorie der unendlicilen Reihen. 



r 



1. Begriffe der Konvergenz und Divergenz einer Beihe. 

Es seien % i Ui., u^-, ... positive oder negative Zahlen in unend- 
licher Anzahl: 

Erklärung: Die aus den ^Gliedern^ %, Ui, Mj, ... aufgebaute 
unendliche Beihe: 

(1) Mo + % + % + «*3 + • • • 

heifst ^konvergenf^ j wenn die Summe Sn der n ersten Glieder: 
(2) iSfn = Wo + %+••• + Un-i 

für lim, n = CO einer y,eindeutig bestimmten, endlichen^ Grenze S zu- 
strebt; ist dies nicht der Fall, so heifst die Beihe „divergent^. Im ersten 
Fälle h^fst S der y^Summenwert^ oder kurz der j^Wert"' der Beihe (1), 

Eine konvergente Reihe liegt z. B. in der geometrischen Reihe: 

(3) . . . . l+i + i + l + ^ + ... 
vor. Man hat hier nämlich: 

«. = .+i+(i)V...+(i)-=lz(^ = ._(i)-, 

2 

und also ist S = Um. S^ = 2 (vergl. den Schlulssatz in Nr. 12, S. 12). 

n = 00 

Dem gegenüber hat man das Beispiel einer divergenten Reihe in: 

(4) . . . 1+1+1 + 1 + 1+1 + ... 
Setzt man nämlich n = 2***, so ist: 

+ ( ! + l + ... + ±\. 
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Hier ist in der einzelnen der (m — 1) Klammern das letzte Glied 

— r stets das kleinste, und in der Klammer stehen 2^^"^ Glieder. Der 

2^ 

Zahlwert der einzelnen Klammer ist somit ^ — -, und man hat: 

S„ > 1 + j •, 

so dafs für lim, n = oo keine endliche Grenze S eintritt. 
Divergent ist auch die Reihe: 

(5) 1 — 1 + 1 — 1 + 1 — 1 + ...; 

denn obschon hier die Summe Sn init wachsendem n nicht über alle 
Grenzen wächst, so nähert sich doch 8n keiner bestimmten Grenze, ist 
vielnvehr abwechselnd gleich und gleich 1. 

2. Lehrsätze über konvergente Beihen. 

Lehrsatz I: Für eine konvergente Beihe gilt lim. Un = 0, d. h. 

die Glieder derselben nähern sich einzeln genommen mit wachsendem 
Index n der Grenze 0. 

Denn es ist Sn+i — Sn= w«; ^^^ da sich für lim, n = cd links 
Minuend und Subtrahend der gleichen Grenze S annähern, so ist 
lim. Un = 0. 

Die Reihe (4) in Nr. 1 zeigt, dals die Bedingung lim. Un = zur 
Konvergenz nicht ausreicht. n = co 

Lehrsatz II: Eine konvergente (divergente) Beihe bleibt konvergent 
(divergent), falls man derselben neue Anfangsglieder in endlicher Anzahl 
vorsetzt oder derselben eine endliche Anzahl ihrer Anfangsglieder nimmt. 

Lehrsatz III: Für eine Beihe mit ausschliefslich jpositiven Gliedei^n 
Un ist entweder lim. Sn = ^, oder die Beihe ist konvergent 



n=i CO 



Da nämlich Sn+i > Sn ist, so werden die Sn mit wachsendem 
Index n entweder unendJich grofs, oder es gibt eine bestimmte endliche 
Grenze S, der die Sn ohne Ende nahe kommen, ohne sie au über- 
schreiten. 

Streicht man aus einer unendlichen Reihe irgend welche Glieder 
fort, so heilst die zurückbleibende Reihe ein y^Bestandteil^ der ge- 
gebenen Reihe. Wir nehmen an, dafs der Bestandteil wieder eine 
unendliche Reihe darstelle. 

Lehrsatz IV: Jeder Bestandteil einer konvergenten Beihe mit 
ausschliefslich positiven Gliedern liefert wieder eine konvergente Beihe. 

Ist n am] ich S der Wert der gegebenen Reihe und Sn die Summe 
der n ersten Glieder des Bestandteiles, so gilt S« <C S. Der Bestand- 
teil liefert also nach Lehrsatz III eine konvergente Reihe. 
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Lehrsatz V: Mne Reihe Uq -{- Ui -}- t^ -\- > ' - ist jedenfaJJs 
dann honvergenty wenn die zugehörige Reihe der äbsoltäen Beträge: 

(1) \uo\ + |«i| + \u,\ + \u,\ + ... 

konvergent ist, 

Naoh Lehrsatz II ist diese Behauptung offenbar richtig, wenn in 
der gegebenen Reihe nur endlich viele negative (positiye) Glieder vor- 
kommen. 

Ist dies nicht der Fall, so streiche man in (1) alle die Glieder, 
welche negativen Gliedern u^ entsprechen, und möge so: 

(2) Vq + Vi + V2 + '" 

als Bestandteil von (L) gewinnen. Durch Streichung aller positiven 
Gliedern Un zugehörigen Glieder in (1) folge: 

(3) Wo -\- Wi + W.2 + "' 

Schreibt man Si = Vq -\- Vi -\- ••. + vi_i und Sm = Wo + ^i 
_|_ ... _j_ Wtn—i, so gibt es nach Lehrsatz IV zwei bestimmte endliche 
Grenzen : 

(4) S' == lim, Su S" = lim. S'm- 

l = CO m = 00 

Sind nun unter den n ersten Gliedern der ursprünglichen Reihe l 
positive und m = n — l negative, so ist: 

(5) . . • . Wo + Wi + . • . 4- Un-i = Sn = Sl — Sm- 

Damit ergibt sich vermöge (4) in der Tat eine bestimmte endliche 
Grenze : 

(6) . . . S = lim, Sn = lim, iSj — lim, iS;; = S' — S"; 

ti = 00 l = 00 in = 00 

denn zufolge der Annahme sollten mit lim. n = oo auch l und m über 
alle Grenzen wachsen. 

3. Eonvergenzkriterium für Beihen aus positiven Q-liedern. 

Lehrsatz: Die Reihe Uq -\- Ui + Wj + •••, deren Glieder sämt- 
lich > sindf ist honvergenty wenn sich eine solche positive Zahl r <^ 1 
angeben läfst, dafs von einem bestimmten endlichen Index m an für alle 
k "^ m die Bedingung besteht: 

(1) !f*±l^r<l. 

Uje 

Aus (1) folgt nämlich: 

Um + l ^ rumi 

Um + 2 ^ rUni^i ^ r^Um, 

Wm + fc ^ rUm^k-l ^ ... ^ f^Ufnj 
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Für n = m -\- k ergibt sich hieraus : 

1 — r 

Sn <i Sm -\- Z • 

1 — r 

Da hiernacli lim, Sn nicht gleich oo ist, so konvergiert die gegebene 
Reihe nach Nr. 2, Lehrsatz III. 

Lehrsatz: Die Beihe Uq + Ui + Wj + •••, deren Glieder sämt- 
lich > sind^ ist divergent, falls von einem bestimmten endlichen Index m 
an für alle h "^ m die Bedingung gültig ist : 

(2) ^^!^>l. 

Ujc 

In diesem Falle ist nämlich bereits die zur Konvergenz notwendige 
Bedingung lim, Un = nicht erfüllt. 

n = 00 

^„ 4-1 

Reihen, bei denen lim, = 1 ist, können auf ihre Konvergenz 

n = OD Un 

oder Divergenz auf Grund der bisherigen Sätze noch nicht unter- 
sucht werden. Hierher gehört z. B. die Reihe (4), S. 52, bei welcher 
man hat: 

1 1 Un+i n-\-l n 

^-+1 — ;rf2' "*" — iHTi' -1^7 — ;i^f2"~7^' 

so dafs der Quotient zweier auf einander folgender Glieder für lim, n = oo 
in der Tat die Grenze 1 hat. 

Von der Aufstellung genauerer Konvergenzkriterien wird indes 
hier abgesehen. 

4. Begriff der Potenzreihen. 

Erklärung: Ist Un = anX'^ , unter an einen konstanten Koeffi- 
zienten und unter x eine Variäbde verstanden, so ergibt sich: 

(1) «0 + CLi^ + 0^2^^ + «3^^ + ••• 

als Gestalt der unendlichen Beihe, Eine solche Beihe bezeichnet man 
als eine y^Potenzreihe^ , 

Nach Nr. 2, Lehrsatz V ist die Reihe (1) konvergent, falls die zu- 
gehörige Reihe der absoluten Beträge: 

(2) • |ao| + |«iaj| + laa^^l + ••* 

konvergiert. 

Man nehme ernstlich an, es gäbe eine gröfste positive iind endliche 
Zahl X = g^ so dals | an | . p** für lim, n = oo nicht unendlich wird. 
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Dann kann man eine bestimmte endliche Zahl h angeben, so dals die 
Ungleichung : 

(3) . |an|^"<Ä 

für alle n gilt. 



Nun wähle man a; so, da£s |a;| <r fl' und also ^ — - = r <Ci l ist. 

9 
Schreibt man alsdann die Eeihe (2) in der Gestalt: 

(4) . . . . \ao\-\- \ai\g . r + {a^lg^.r^ + '", 

so folgt für die Summe Sn der ersten n Glieder dieser Reihe aus (3): 

Sn<h + hr + hr^ + ••• + Är^-i < — -!— , 

1 — T 

wie grofs auch n gewählt wird. Nach Nr. 2, Lehrsatz III ist also die 
Reihe konvergent. 

Andererseits ist für |aj| > ^ die Reihe (1) divergent, da die not- 
wendige Eonvergenzbedingung lim» Un = nicht erfüllt ist. 

n=^ CD 

Lehrsatz: Ist x in dem Intervall — 9 <i ^ <i -\- g enthalten, 
so Iconver giert die Eeihe (1); aufserhälh desselben ist sie divergent. Jenes 
Intervall heifst dieserhalb das Konvergenzintervall der Potenzreihe (1), 

Zusatz: Läfst sich für y^jedes^ positive endliche g eine gleichfalls 
endliche Zahl h finden , so dafs die Ungleichung (3) für alle Indizes n 
besteht, so ist die Bdhe im Intervall — oo <] a; < + Qo , d. i für jeden 
endlichen Wert von x konvergent; sie heifst in diesem Fälle eine ^un- 
begrenzt^ konvergente Eeihe. 

Ob die Potenzreihe auf einer der y^Konvergenzgrenzen^ x = g oder 
X = — g noch konvergent ist, muls in jedem Falle einzeln entschieden 
werden. 

Vermöge weiterer (hier nicht anzugebender) Betrachtungen ge- 
winnt man den 

Lehrsatz: Eine Potenzreihe stellt in ihrem Konvergenzinterväll 
eine ^stetige^ Funktion von x vor; und sie bleibt auch noch bis x = g 
(oder X = — g) y^inklusive^ stetig, falls für x = g (resp. x = — g) 
überhaupt noch Konvergenz stattfindet. 

Es besteht auch folgender wichtige 

Lehrsatz: Differenziert man die Eeihe (1) gliedweise, so entsteht 
die Eeihe: 

(5) . . . . Ol -\- 2a<iX -\- ^a^x'^ ■\- A:a^x^ -\- "', 

welche dasselbe Konvergenzinterväll, wie (1), besitzt. Liefert die Eeihe (1) 
in diesem Intervall die Funktion f{x), so ergibt die Eeihe (5) eben dort 
die Ableitung f(x) von f(x). 
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6. Mittelwertsatz. 

Die Funktionen (p (x) und ^(a?), sowie ihre Ableitungen (p'(x) und 
tl^'(x) seien im Intervall a ^ a? ^ b eindeutig und stetig; tlf'(x) sei 
für a <^ X <C h^ d, h. im „Inneren" des Intervalls überall von ver- 
schieden. 

Entweder gilt im Inneren des Intervalls überall tlf'(x) > 0, und 
dann ist tif (x) daselbst mit x gleichändrig; oder man hat ^'(a;) < 0, 
und dann ist für a K^ x <C h die Funktion iff (x) mit x ungleich- 
ändrig. 

Jedenfalls ist ^(6) ^ t^(a). Setzt man also: 

(\\ (p (?? ) — qp ( g) _ 

so ist C eine endliche Eonstante. 
Die Funktion: 

(2) . . . F(x) = ip(x) - 9(a) ~ C[^ix) - ^(a)] 

und ihre Ableitung F\x) sind für a '^ x ^ b. stetig. Aus (2) und 
(1) folgt aber: 

F(ä) = 0, F(b) = 0. 

Nimmt F(x) im Intervall auch von verschiedene Werte an, so 
gibt es mindestens eine Stelle c im Inneren des Intervalls, wo F{x) 
einen grölsten oder einen kleinsten Wert gewinnt. Hier verschwindet 
nach S. 37, Satz I, F'(x): 

(3) . . . F\c) =(p'{c) — Gip\c) = 0, a<c<b. 

Ist aber F(x) im Intervall überall 0, so gilt (3) für eine beliebig 
gewählte Stelle des Intervalls. 

Die Stelle c heilst ein y^mittterer Wert"' oder ein „Mittelwert" des 
Intervalls. 

Da ^'(c) ^ ist, so folgt aus (3): 



y'(g) _ r 

V {€) - ^- 

Durch Gleichsetzung dieses Ausdruckes von C mit dem in (1) 
entspringt der 

Mittel wertsatz: Sind die Funktionen (p(x) und U^ (x) samt 
ihren ersten Ableitungen <p'(x) und ^'(x) im Intervall a ^ a? < b ein- 
deutig und stäig, und ist '^' (x) im „Inneren" dieses Intervalls nirgends 
gleich 0, so gibt es mindestens einen Wert c im „Inneren" des Intervalls, 
für welchen die Gleichung: 

q)(b) — y(a) _ ^p^) 
zutrifft. 
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Da die linke Seite der Gleichung (4) beim Austausch Ton a und 
h ihren Wert nicht ändert, so g^t der aufgestellte Satz im Falle a^h 
für das Intervall 5 ^ a? ^ a in übrigens unveränderter Form. 

Die Funktion: 

^ (x) = 11^ — {b — a?)*", 

in welcher m eine ganze Zahl [>> ist, und für welche: 

^ (b) — ^ (a) = (6 — a)"», ^'{x) = m {h — a;)«-i 

gilt, genügt den Bedingungen des Mittelwertsatzes. 
Den Mittelwert c schreiben wir in der Gestalt: 

c = a + -9- (5 — a), < -Ö" < 1. 

Wir haben dann für i^'(c) den Ausdruck: 

^'(c) = I» (1 — -ö-)«-! (5 — a)"*-^ 

Die Gleichung (4) liefert daraufhin den 

Lehrsatz: Ist (p(x) samt der Ableitung (p'(x) im Intervall 
a ^ X ^h eindeutig und stetig^ und bedeutet m irgend eine ganze ZaJd 
^ 0, so gibt es mindestens eine ZdKt d" im Intervall ö <C -9" < J , für 
welche die Gleichung besteht : 

(5) <p (b) - <p (a) = — (^ Z »)«.-! ■<p'ia + »(f>- «)]• 

Man hat hier natürlich d" als von m abhängig anzusehen, d. h. 
eine andere Auswahl von m liefert einen neuen Wert -9 J). 

6. Der Taylor sehe Lehrsatz für ganze rationale Funktionen. 

Gegeben sei die ganze Funktion n^^ Grades: 

(1) . . . f(x) = ao + ajo; -f «2^^ + "• ~l~ <^nX^. 
Man schreibe x -\- h a,n Stelle von x: 

f(x ^ h) = ao + a^ix + h) + a^ (x + h^ -\ + a« (x + ä)~ 

und entwickele das einzelne Glied rechter Hand nach dem binomischen 
Lehrsatze (vergl. S. 31). Man ordne sodann die rechte Seite nach 
Potenzen von h, wobei der EoefHzient der einzelnen Potenz von h eine 
Funktion von x werden wird: 

(2) f(x + h)=go(x) + gi(x)'h + g^{x)'h'^ +... + gn{x)'h\ 

Zur näheren Untersuchung dieser Funktionen g{x) sehe man vor- 
übergehend X als konstant und h als variabel an und differenziere die 
Gleichung (2) wiederholt nach h: 



*) Für m= 1, a-=^Xy'b-:=x-\-Jx ergibt sich die oben, S. 33, unter 
(2) benutzte Gleichung. 



(3) 
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/(« + h)= g,ix) + 2g^ix)h + 3g,(x)h^ + ••• 

-f w<)r„(a;)Ä"-S 
f'(x + h) = 2-lg^{x) + 3-2gi(x)h + ••• 

+ »(n- l)gn(x)h»-\ 



Trägt mau in (3) speziell /» = ein, so folgt: 

/'W = gi(x), fix) = 2. 1^,(05), .... 

sowie allgemein für eine beliebige ganze Zahl Iz des Intervalls 
1 ^ fc ^ w: 

(4) . . . . f^^(x) = lz{h—\)'''2'lg^{x). 

Erklärung: Bas Produkt 1 ' J2 * 3 "* Je der ganzen positiven 
Zahlen von 1 bis k bezeichnet man mit k! und liest dies Zeichen 
yjk- Fakultät^. 

Gleichung (4) liefert daraufhin für Ä = 1, 2, ..., n: 

für ifc = liefert (2) direkt go (x) =f(x). 

Durch Eintragung der für die g gewonnenen Ausdrücke in. (2) 
folgt der 

Taylorsche Lehrsatz für ganze rationale Funktionen: 
Ist f(x) eine ganze rationale Funktion n*^ Grades , so gilt für die Ver- 
mehrung des Argumentes x um die Zahl h die Gleichung: 

h h^ h*^ 

(5) fix + Ä) = fix) + fix) iL + /'(a,) I- + ... + /(«)(x) £-. 

1 ! 21 n\ 

Dieser Satz ist der Umkehrung fähig: 

Lehrsatz: Gilt für die Funktion f(x) hei Vermehrung von x 
um einen y^bdiebigen^ Betrag h die Gleichung (5), so ist f(x) eine ganze 
rationale Funktion^ deren Grad ^ n ist. 

Setzt man nämlich in (6) x = und schreibt hernach x statt h, 
so folgt: 

ly /y»2 /yW 

fix) =/(0) + /'(O) ^ + /"(O) I + ... + /(»)(0) ^. 

7. Der Taylorsche Lehrsatz für beliebige Funktionen. 

Es sei jetzt f(x) irgend eine Funktion, die in den zu betrachtenden 
Intervallen von a; bis iPi == o? + h samt ihren ersten n Ableitungen 
/'(a?), f"{x\ ...,ß^\x) eindeutig und stetig ist. 

Man setze im Anschluls an (5), Nr. 6: 

(1) iJ„ =fix + h) -fix) -fix) -^ -fix) |j f-Hx) ^^^3jy,- 
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Um die Bedeutung von Bn kennen zu lernen, falls f(cc) nicht eine 
ganze Funktion eines Grades ^ n ist, tragen wir für h seinen Wert 
h = Xi — oj ein und fassen Bn hei festgehaltenem Werte von Xi als 
Funktion von x auf: 



(2) 



Bn = <P (X) = f(x,) - fix) - fix) ^^-^ 



2! -^ ' ' (n — 1)\ 

Da (pix) und (p'(x) im Intervall von x bis Xi eindeutig und stetig 
sind, so finden wir aus dem Mittelwertsatze (5), S. 58, wenn wir 
a = ic, 5 = a?! setzen: 

<p (aj,) - (p(x) = ^ ^^~^ ^~i <p'(x + » (X, -x)). 
Da zufolge (2) (p(xi) = ist, so gilt weiter: 

(3) . . <P(X) = - ^^ ^^'Z»)m-l 9'{X + » (0^1 - X)). 

Hier ist m als ganze Zahl ]> willkürlich wählbar; % bedeutet 
eine von m, x, Xi abhängige und selbstverständlich durch die vorliegende 
Funktion f(x) bedingte Zahl des Intervalls <^ d" <^ 1. 

Die in (3) rechts auftretende Ableitung q)' berechnet man aus (2) 
und findet, dafs sich bei der Differentiation der rechten Seite von (2) 
alle Glieder bis auf eines fortheben: 

9'(^) = -ß''Hx)^^--^^. 

Setzen wir hier statt des Argumentes x den im Inneren des Inter- 
valls von X bis Xi gelegenen Wert x -\- i> (Xi — x) ein, so folgt: 

Die Gleichung (3) rechnet sich daraufhin um auf: 

Nach der so durchgeführten Bestimmung von Bn = (p (x) setze 
man wieder h für Xi — x. Aus (1) entspringt dann der 

Taylorsche Lehrsatz: Ist f(x) mit den n ersten Ableitungen 
f(x), ..., f^^(x) im Intervall von x bis (x -\- h) eindeutig und stetig j 
so gilt die Gleichung: 

fix + h)= fix) + fix) A + /"(a;) - + ■■■ 
(4) • • { 

+ ^"-"(^) i^l + ^- 
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Für das sogenannte „Eestglied^ Bn gilt die Da/rstellwng: 

(5) . . B„ =f(-Hx + »h) "^j^ _ ^^1^. , < » < 1, 

WO m als ganze Zahl > willkürlich wählbar ist und d^ eine von 
m, n, X, h und der Funktion f abhängige, allgemein nicht näher bestimm- 
bare Zahl des Intervalls <i^ <i 1 ist. 

Besonders wichtig sind die für m = w und für m = 1 eintreten* 
den Gestalten von2?„. Die korrespondierenden Werte %" mögen ^i und 
%'.2 lauten: 

(I) . . i?„ =/«(«; + *,Ä)^, 0<di<l, 

(II). . Bn =ß''Hx + »2^) ''"^l^Z.^ ^J—' <*»<!• 

Die erste Gestalt von Bn wird auch nach Lagrange, die zweite 
nach Cauchy benannt. 

Die Gestalt (1) schliefst den Fall der Nr. 6 ein, da die n^^ Ab- 
leitung einer ganzen Funktion n^^ Grades konstant ist und also 
/(«)(^ + d'h) mit/(«)(ic) gleich ist. 

8. Per ICac IiaurinISche Lehrsatz. 

Man trage in (4), Nr. 7, ä; = ein und setze hernach für h 
wieder x. Der hierbei eintretende Spezialfall des Taylor sehen Lehr- 
satzes heifst der 

MacLaurinsche Lehrsatz: Ist die Funktion f(x) mit den n 
ersten Ableitungen f (x) , f'(x), ... ß^^ (x) im Intervall von bis x (die 
{xreneen stets eingeschlossen) eindeutig und stetig, so gilt: 



(1) 



f(x) =/(0) +/'(0) 1^ +/'(0) 1^ + ... 



x"-^ 



+ ^"-" («> (^ITl)! + ^- 



Für das y^Bestglied^ Bn merken wir insbesondere die beiden aus(I) 
und (II), Nr. 7, entspringenden Gestalten an: 

n! 

(II). . . Bn =ß-H^2X) ""^^l^Z^^y'' . 0<'^2<1. 

9. Die Reihen von Taylor und Mac Laurin. 

Die Funktion f{x) sei mit ihren sämtlichen Ableitungen im Inter- 
vall von X bis (x + h) eindeutig und stetig. Im Anschluls an (4), 
Nr. 7, bilde man die unendliche Reihe: 



Q2 n, 3. Theorie der unendlichen Beihen. 

(1) . . fix) + f(x) '1^ + fix) ^-j + /"(x) ^j + •••, 

welche man als die „Taylorsche Reihe" der Funktion /(ic) bezeichnet. 

Es soll untersucht werden, ob diese Reihe konvergiert, und ob 
der Summen wert derselben f{x-\-li) ist. 

Zu diesem Zwecke bilde man nach S. 52 die Summe Sn der n 
ersten Glieder von (1) und fordere, dals die Werte Sn für lim. n= oo 
der endlichen und eindeutig bestimmten Grenze S = f{x -\- h) zu- 
streben. 

Aus (4) Nr. 7 ergibt sich aber S — Sn "== -Bn- Die gestellte 
Frage ist also stets und nur dann zu bejahen, wenn lim, Rn = 
zutrifft. " = " 

Lehrsatz: Ist die Funktion f (x) mit ihren sämtlicJien A Ueittmgen 
im Intervall von x bis (x -\- h) eindeutig und stetig, und erfüllt das in 
Nr. 7 dargestellte Mestglied Rn für die vorliegenden Werte x und h die 
Bedingung lim. Rn = 0, so ist die auf der rechten Seite von : 

(2) f(x + Ä) =f(x) + fix) ^-j + fix) ^ + f"(x) g-' + ••• 

stellende Taylor sehe Reihe konvergent und hat den links stehenden 
Summenwert f{x -\- h). 

Der Spezialfall der Nr. 8 liefert den besonderen 

Lehrsatz: Ist die Funktion f{x) mit ihren sämtlichen Ableitungen 
im Intervall von bis x (die Grenzen stets eingeschlossen) eindeutig und 
stetig, und erfüllt das in Nr. 8 dargestellte Restglied Rn für den vor- 
liegenden Wert X die Bedingung lim. R^ = , so ist die rechter 
Hand im **=* 

(3) fix) = fiO) + /'(O) ^ + /"(O) 1^ + /"(O) 1^ + • • • 

stehende y^MacLaurinsche Reihe^ konvergent und hcU f(x) zum 
Summenwerte. 

In (3) ist der allgemeine Anßatz zur Potenzreihenentwickelung 
der Funktionen gewonnen (vergl. Nr. 4, S. 55). 

Benutzt man die Summe Sn der n ersten Glieder der Reihe (3) als 
^Näherungswert^ für f(x), so ist der absolute Betrag \f(x) — Sn\ der 
Differenz zwischen dem genauen Werte f{x) und dem Näherungswerte 
Sn nicht grölser als der grölste absolute Betrag, den der in (I) resp. (II) 
Nr. 8 rechts stehende Ausdruck annimmt, wenn d" das ganze Intervall 
von bis 1 durchläuft. 
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10. Beihenentwiokelung der Exponentialfiinktion. 

Ist fix) die Exponentialfunktion e*, so ist auch ß^^ (x) = e*. Die 
Exponentialfunktion ist mit ihren sämtlichen Ableitungen für alle 
endlichen Werte x eindeutig und stetig. 

Die Kouvergenzbedingung lim. jß„ = werde für einen beliebigen, 

n=oo 

aber fest gewählten positiven oder negativen Wert x untersucht. Man 
setze zu diesem Zwecke n = l -\- m, indem man unter l eine feste, 
der Bedingung 2 ^ |a;{ genügende ganze Zahl versteht, während für 
die ganze Zahl m die Vorschrift lim, m = oo gelte. 
Die erste Gestalt des Restgliedes liefert: 

e^*.ic^ + »»* /e^^'x\ XX x 

^ ^ " "" (l + m)\ ~ \ l!~)'r+l'l + 2 *" l + m* 

x^ 
Bei dem rechts in Klammern stehenden Faktor ist — nach Aus- 

wähl von x und l fest bestimmt und endlich ; ferner gilt e^ * ^ 1 oder 

. . X 

<^ e*, je nachdem x -^ oder a; > ist. Die Faktoren , 

X 

< • sind sämtlich absolut <C 1 und nähern sich mehr und mehr 



l 4- 2' 

der Grenze 0. Somit ist lim, Bn = 0. 



n = oo 



Formel (3), Nr. 9, liefert somit den 

Lehrsatz: Die ExponentiälfunUion e" Jäfst sich in die für alle 
endlichen Werte von x konvergente Potenzreihe entwickeln: 

^ ^ ^1^1. 2^1. 2- 31. 2-3. 4^ 

Für X = l entspringt als unendliche Beihe für die Zahl e: 

(3) . -=i+l + r2 + r473 + TTÄ:i + - 

Da a^ = ^'loga Iqi^ g^ f^jg^ aus (2) als Potenzreihe für a': 

(A) a- — 1 ^ ^'^^^- -4- (X'loga)^ (x-loga)^ 

^4; . a _ 1 ^ ^j i- 2! ^ 3! ^ 



11. Beihenentwiokelungen der Funktionen sinx und cosx. 

Die Funktionen sinx und cosx sind mit ihren sämtlichen Ab- 
leitungen für alle endlichen Werte x eindeutig und stetig. 

Für das Restglied schreiben wir nach dem in Nr. 10 befolgten 
Prinzipe : 

» /ß*'H^x)a^\ XX X 

" = V l! J 



A 



Z + 1 1 + 2 l + m 
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Da \ß*^^^x)\ ^ 1 ist, so ergibt sich Um. En = 0, wie in 
Nr. 10. "=• 

Aus (3), Nr. 9, entspringt somit der 

Lehrsatz: Die Funktionen sinx und cosx lassen sich in die für 
alle endlichen Werte x konvergenten Potenzreihen entwickeln : 

x^ x'^ x"^ x^ 

(1) . . .änx=^x-- + ---^-\- --... 

X^ x^ x^ x^ 

(2) . . .«,sx=l-2J + jj-6i + QJ-- 



12. Beihenentwiokelungen der Funktionen sinhx und coshx. 

Aus Nr. 10 ergibt sich: 

X , x^ x^ , x^ 



1 ' 1-2 1.2-3 ' 1.2.3.4 

als die für alle endlichen Werte x konvergente Reihendarstellung der 
Funktion e~^. 

Gehen wir auf die in den beiden ersten Gleichungen (1), S. 27, 
gegebene Erklärung der Funktionen sinhx und coshx zurück, so ergibt 
sich der 

Lehrsatz: Die hyperbolischen Funktionen sinhx und coshx lassen 
sich in die für alle endlichen Werte x konvergenten Fotenzreihen ent- 
wickeln: 

/|»3 Qßh Qßl /ij9 

(1) . . smÄa; = x+- + -4-y^ + 9J+-, 

(2) . . C08Ä^=1 +- + _ + _ + _ + ... 

Die Analogie dieser Entwickelungen zu denen von sinx und cosx 
ist unmittelbar ersichtlich. 



13. Beihenentwiokelung der Funktion log(\ -\- x). 

Die Funktion f(x) = log(l + x) ist nach S. 6 für alle end- 
lichen, der Ungleichung x ^ — 1 genügenden Werte des Argumentes 
X eindeutig und stetig. Dasselbe gilt von den Ableitungen: 



(1) 



/w = tA—.> rw = - -A-^-z^o^ /"w = ^* 



1 -f- ^ (1 + ÄJ)2 ' ' (1 + x)^ 

f(n) (^\ — / i\n-l , (^ "" ^)- . . . 



Wählt man demnach ein endliches rr ]> — 1, so i8t/(a;) im Inter- 
vall von bis o; mit allen Ableitungen eindeutig und stetig. 
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Für das Restglied i?« der Mac Laurin sehen Reihe liefert Nr. 8: 

(I) .... -B«-— ^ •\t+^;' 

(II) .... ßn-[-i^^^) TIT-^- 

Ist <C 0? <; 1, so ist auch <C a; <C 1 + "^iä;, sowie 

1 + tfio; 
und also folgt aus (I) offenbar lim, Bn = 0. 

n=:oo 

Ist — 1 < ic <C 0, SO ist < — a; <; 1, •» <C — x^ und also: 
< — o; (1 — 'Ö's) = — a; + O-gic < — a; — d'^x^ 

' o< -/+/'''^ <-.<i. 

1 + -^2^ 

Jetzt ergibt sich sonach lim, Bn = aus Formel (II). 

n=:oo 

Lehrsatz: Die Funktion log (1 -\- x) läfst sich in dem Intervall 
— 1 <i X <i -\- 1 in> die konvergente Fotenzreihe entwickeln: 

er x^ oc^ nc^ 
(2) . . . %(l+x) = -- - + --- + ••• 

Dals die auf der rechten Seite in (2) stehende Reihe für | a? | ]> 1 
nicht konvergent ist, folgt mit Benutzung des zweiten Lehrsatzes in 
Nr. 3, S. 55, aus der für die Reihe (2) geltenden Gleichung: 

Un + i n 

= — X 



denn dieser Quotient nähert sich für lim, n = ao der GTrenze — x 
und ist somit von einem bestimmten n an absolut [>> 1. 

Zusatz: Für die Konvergenzgrenze x = — 1 ist die Beihe (2) 
divergent (vergl. S. oJ2) ; für x = -\- 1 ist sie konvergent und liefert : 

(3). . . . log2 = l — ^ -\-j-j + ■■■ 

Die Konvergenz ergibt sich aus den beiden Schreibarten. 

('-i)+a-i)+a-i)+-- 
-a-D-a-^)-- - 

der Reihe (3). Die erste zeigt nämlich, dafs die Reihe entweder kon- 
vergent ist oder dafs lim.^ Sn = oo ist (Lehrsatz III, S. 53) ; die zweite 



n=oo 



zeigt, dafs Sn <C 1 bleibt. 

Fr icke, Leitfaden. 
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14. Formeln zur Bereohnung der Logarithmen. 

Ist a? > — 1, so gilt: 

X X^ X^'~'^ 

log(l + o;) = --- + ... + (-^ l)~-2 ---^- 



+ - 



(— l)»»-! / X 



n 



\1 + ^x) ' 



Man setze aj = — , unter N eine ganze Zahl > verstanden. 
Es ergibt sich: 



(1) 



(- l)n-2 (_ l)n-l / 1 Y 

"^ (n — 1) JV*»-! "^ n V^" + -^y 



Vermöge dieser Formel kann man nach und na^h die natürlichen 
Logarithmen der ganzen positiven Zahlen berechnen ^ indem man von 
log 1 = ausgeht 

Lälst man in (l) das letzte Glied rechts fort, so ist der ge- 
wonnene „Näherungswert" von log {N -\- 1) zu klein oder zu grofs, je 
nachdem n ungerade oder gerade ist; der gemachte Fehler ist absolut 
kleiner als der reziproke Wert von n^N^. 

Eine andere Formel, welche demselben Zwecke wie (1) dient, er- 
wähnen wir nur beiläufig: 

Liegt X zwischen — 1 und -f 1 , so gilt dasselbe von — x^ und 
also ist: 

. X x^ x^ x^ 



(2) 



Durch Subtraktion dieser Formel von (2), Nr. 13 folgt: 

{\ -\- x\ o /^ I ^^ ^ ^' I ^' I \ 

• • % \y=-x) = nr + 3 + 5 +- y + "J 

Setzt man hier x = — -- , so ergibt sich : 



Betreffs des Übergangs von den natürlichen Logarithmen zu den 
Logarithmen eines anderen Systems sehe man S. 21 den Lehrsatz am 
Schlüsse von Nr. 7. 
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15. Die Binomialreihe. 

Man setze /(a?) = (1 + a?)*", wo m einen positiven oder nega- 

p 
tiven rationalen Bruch m = — , die ganzen Zahlen (g = 1) ein- 
geschlossen, bedeutet: 



(1) . . . fix) = (I + xr = (1 + xy = V(i + x)p. 

Es soll X ^ — 1 und also 1 + ^ > ^ s©"^ J ^ii® 2*® Wurzel soll 
alsdann so ausgezogen werden , dafs f(x) reell und positiv wird. Die 
derart für a? > — 1 definierte Funktion ist mit ihren sämtlichen 
Ableitungen : 

(2) . . ./(">(a;) = m(m — l) ., . (m — n + 1) (l + rc)«»-*» 

für alle endlichen x "^ — 1 eindeutig und stetig. 
Für diese Funktion folgt aus (2): 

r^\ ^ /•(n)/n^ m(m— 1) (m — 2) .. . (m — ^ + 1) _ /m\ 

(3) -/( )(0) = 1.2.3...-^ U> 

wo rechts die in (2), S. 31 bei Gelegenheit des n*®*^ Binomialkoeffizienten 
der m*®^ Potenz gebrauchte Abkürzung ( j für 

m(m — 1) . . . (m — n -\- 1) 
1.2 ... n 

auch im Falle einer gebrochenen Zahl m gebraucht ist. 
Für das Bestglied finden wir nach Nr. 8 : 

(I) . . Bn = (^\(\ + ^lO?)— a?«, 

Diesen Gleichungen geben wir die Gestalten: 
. \mx (m — l)x (m — n-\-l)x^ ( 1 \»*— »» 

(I) . . ji„ = |^_.^^ _ \\^c^^ ' 

[(m — l)x (m — 2)x (m — n-\-l)x'\ 
"Li 2 w— 1 J 

Für < a; < 1 benutze man (!»). Dann ist 1 + O-jic >> 1, 
und also ist der letzte Faktor in (1*) rechts für w > m nicht grötser 
als 1. In der grolsen Klammer von (I^) treten mit wachsenden n 
mehr und mehr Faktoren hinzu, die sich für lim, n = oo der Grenze 
— X nahem. Wegen < ä; <C! 1 ergibt sich also lim. Bn = aus (I*). 

n= CO 

5* 



(IIa) 
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Für < — X <^l folgt — d'zX <^ '9'2 oder — *^q <i ^2 ^' ^^t^ 
hat somit auch: 

< 1 — O2 < 1 + ^2^^ 

1 + iT^X 

Der letzte Faktor in (IP) rechte ist hiemach < 1 , der Betrag 
von mx(l + ^2^)^"^ li®g* unterhalb einer endlichen, leicht angeb- 
baren Zahl, während das Produkt in der grolsen Klammer für Um, n= co 
der Grenze zustrebt. Auch jetzt gilt somit lim, Bn = 0. 



n= OD 



Lehrsatz: Ist m irgend ein rationaler Bruch und liegt x im 
Intervall — 1 <^ x <i -\- 1^ so gestattet die oben erklärte Funktion 
(1 + x)^ die konvergente Entwickdung: 



(T) ' + C) " + G) 



(4) {l + X)- = 1 + \^^J X + {^^J x^ + ( ^ ) X» -\- 

diese Beihe wird die j^Binomiälreihe^ genannt. 

Ist m eine positive ganze Zahl, so erscheint in (4) der binomische 
Lehrsate wieder (vergl. S. 31). Ist m keine ganze Zahl ^ 0, so schreibe 
man die gewonnene Reihe Uq -\- u^ -\- •••; man hat: 



lim, ( — ^ ) = lim,, ( = X] = 



X. 



Ist somit \x\ > ly so divergiert die Beihe, da von einem bestimmten k 
an jedes Glied absolut grötser als das voraufgehende ist. 

16. Methode der unbestimmten Eoefüzienten. 

Die Fimktion f(x) möge im Intervall — g <i ^ <^ 4-^in die 
daselbst konvergente Potenzreihe: 

(1) . . . f{x) = «0 + 0,1^ + «2^^ + «3^^ + ••• 

entwickelbar sein. 

Nach dem letzten Lehrsatze in Nr. 4, S. 56, hat man alsdann: 

f{x) = % + 2a2X + Saga;» + A^a^^x^ + •••, 
f"{x) = 2-1-a., + S-2asX + 4-S'a^x^ + ••, 
f"(x) = 3-2-la3 + 4'S'2a,x + •••, 



(2) 



wobei die hier rechts auftretenden Reihen sämtlich wieder das Eon- 
vergenzintervall — g <C ^ <i -\- g besitzen. 

Nimmt man in diesen Gleichungen o; = 0, so folgt: 

(3) oo =/(0), aj = — j-j-, C2 = -2p, «3 = 3 , . • • • 
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Lehrsatz: Die Reihe (1) ist die Mac Laurinsche Reihe der 
Funktion /(x), so dafs aufser dieser Reihe keine andere Potenzreihe der 
Gestalt (1) fwr f(x) existiert, 

Ist die Berechnung der ao, ai, a^^, ... auf Grund der Regel (3) 
schwierig, so ist gelegentlich folgende Operationsweise erfolgreich: 
Man setzt die Potenzreihe von f(x) mit y^unbestimmten Koeffizienten^, d, L 
in der Form (1), an und sucht die Koeffizienten Oq, aj, Oj, ... daraus zu 
bestimmen , dafs der Ausdruck auf der reclvten Seite von (1) die Eigen- 
schaften der Funktion f(x) besitzen mufs. 

Zur Erläuterung dieser „Methode der unbestimmten Koeffizienten^ ' 
diene erstlich die Funktion /(a?) = arc^^a;, wobei der „Hauptwert" 
dieser Funktion gemeint ist. 

Aus letzterem Umstände folgt «o = 0; denn der Hauptwert 
arctg(0) ist = (vergl. S. 10). 

Weiter benutze man f^(x) = (1 + x^)~^ und ziehe aus Nr. 15: 

(4) . f'(x) = (1 + a;2)-i = 1 — a;2 + iT* — a?6 -f a?8 — . . • 

als eine im Intervall — 1 <^ x <C -\- 1 konvergente Entwickelung. 
Der Vergleich von (4) mit der ersten Gleichung (2) liefert: 

Ol = Ij 2 a2 == 0, 3 a. = — 1, 4 a4 = 0, 5 »3 = 1 . . . 

Lehrsatz: Der Hau^twert der Fwnktion arctgx gestattet die im 
Intervall — 1 <C, x <^ -\- 1 konvergente Reihenen/timckelu/ng : 

. x-^ x^ x^ x^ 

(5) . . arctgx = X — — + — — j -\- — — '" 

Auch an der oberen Eonvergenzgrenze x^=\ bleibt die Konvergenz 

n ^ . ■ . 

bestehen 1); und da der Hauptwert arctg 1 = — ist, so ergibt sich: 

4 3^5 7^9 11^ 

Für den Hauptwert / {x) = arc sin x ist gleichfalls «o = 0. 

_ 1 

Andererseits hat man/'(aj) = (1 — x^) ^, so dafs man aus Nr. 15: 

(6) . .f>(x)=l + lx^ + ^.Ix* + ^.j.jx'^+ ■■■ 

als eine im Intervall — 1 <C ^ <C + 1 konvergente Entwickelung 
entnimmt. 

Der Vergleich von (6) mit der ersten Gleichung (2) liefert a^, «2 • • • 
und damit den 

Lehrsatz: Der Hauptwert der Funktion arc sin x gestattet die im 
Intervall — 1 <C x <Ci 1 konvergente Reihenentwickelung: 

,rr\ • I 1 «•• , 1 3 aj» , 1 3 5 aj7 

(7) arc stnx = X -\- •-+ • •^+ • • „+••• 
^ ^ ^23^245^2467^ 

^) Siehe die an (8), S. 65 angeschlossene Betrachtung. 
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Für X = — ergibt sich hieraus: 

6 ~ 2 "^ 2 ■ 3 • 23 "^ ¥ * 4 * 5 • 2 > "^ 2 * 4 ' 6 ' 7 • 2^ "*" 



17. Unbedingt und bedingt konvergente Beihen. 

Die folgende Entwickelung wird hier nur beiläufig gegeben und 
kommt weiterhin nicht zur Verwendung; sie bezieht sich auf Reihen, 
welche sowohl positive als auch negative Glieder in unendlicher Anzahl 
aufweisen, 

Erklärung: Eine konvergente Reihe t*o 4- Wi + % "h '" dieser 
Art hei f st stets und nur dann „absolut konvergent^, wenn die zugehörige 
Reihe der absoluten Beträge: 

(1) I^ol + l^^il + hat + ••• 

konvergent ist. 

Absolut konvergent ist die Reihe 1 ö""^! ä" ~l~Tß *» 

hingegen gilt dies nicht von der konvergenten Reihe 1 ^ "h o 

2 3 

4^5 
Geht die Reihe % + Mi + ^2 + * ' ' durch eine beliebige „JVew- 
anordn^ng^ der Glieder in Wo + % + «4 + ••• über, so wird jedes 
Glied Ui der ersten Reihe sich als ein Glied %• der zweiten auffinden 
lassen und umgekehrt. 

Lehrsatz: Eine absolut konvergente Reihe des Summenwertes S 
behält auch nach einer beliebigen Neuanordnung der Glieder denselben 
Summenwert S; sie wird deshalb als eine y^unbedingt konvergente^ 
Reihe bezeichnet. 

Zum Beweise streiche man aus (1) alle die Glieder, welche nega- 
tiven Gliedern Un der vorgelegten Reihe u^ -\- Ui -\- -" entsprechen, 
und möge so Vq + t^i -\- v^ + *•• als Bestandteil von (1) erhalten. 
Durch Streichung aller positiven Gliedern w„ zugehörigen Glieder in (1) 
folge w^ -\- iVx -\- W2 -\- ' " als Bestandteil von (1). 

Unter den n ersten Gliedern u^, m^, ..., Un—\ seien / positive und 
m negative enthalten. Setzt man alsdann: 

>^Z = ^ü + «^'1 + • • • + «^i-l» & = ««'o + ^1 + • • • + W^m-l, 

Um. S\ = .S', lim. Sm = S'\ 

SO sind die S\ S" endliche und eindeutig bestimmte Zahlen (vergl. Lehr- 
satz IV, S. 53), und es gelten die Gleichungen: 

(2) Sn ^= Si Sm , S == S' S' . 
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Da man mit lim, n = co auch Um. l = cd und lim. m -= co hat, 
so kann man nach Auswahl einer beliebig kleinen Zahl ö ^ den 
Index n so grols wählen, data die Ungleichungen gelten: 

(3) . . . < S' - Sl< d\ < S" — S:; < Ä. 

Für die Neuanordnung Wo -}- «*i + «4 + • * * definieren wir ent- 
sprechende Reihen Vq -\- v'i -\- v^ -{- • - • und w'o -\- w\ + ^2 + * * * 
und benutzen für die Summen von Anfangsgliedem das Zeichen £ an 
Stelle von S. Kommen somit unter den w' ersten Gliedern der Neu- 
anordnung V positive und m' negative vor, so ist Un' = ^i' — ^m'* 

Nun wähle man n* so grols, dafs alle Glieder von Sn sich auch in 
2n' finden. Dann ist auch 2/1» ^ Si und 2^^' ^ S^m ] und da überdies 
I^v <C 'S', 2Jmr <; iS" gilt (vergl. den Beweis zum Lehrsatz III, S. 53), 
so folgt vermöge (3): 

(4) . . . < s' — 2:;. < «, < s" — 2;;;. < d. 

Durch Subtraktion folgt weiter: • 

- ö < (s' — s") — (2:j, — r;,,) < s, 

so dals Um. 2^n' ^= S ist, w. z. b. w. 

n' = 00 

Lehrsatz: Eine konvergente, jedoch nicht absolut konvergente 
Beihe läfst sich in eine solche Neuanordnung bringen^ dafs der Summen- 
wert eine beliebig gewählte positive oder negative Zahl S ist; eine solche 
Beihe hei f st dieserhalb y,bedingt konvergent^. 

In diesem Falle sind die beiden Reihen Vq -\- Vi -\- - ' - und 
^0 + ^1 + • • • divergent; denn wären sie beide konvergent, so wäre 
auch die Reihe (1) konvergent; wäre aber eine von ihnen konvergent, 
die andere divergent, so könnte Sn =^ S'i — Sm für lim. n ■= <x> nicht 
endlich sein. 

Es lälst sich demnach, wenn etwa iS> ist, ein endlicher Index n^ 
so wählen, dals: 

^0 + «'l + • • • + «^«1-1 ^ ß^ < «^0 + «^1 + • • • 4- ^ni 

zutrifft. Demnächst reihe man die ersten, negativen Glieder — w^o» 
— iv-ii ... an und bestimme den Index m^ so, dals man hat: 

^'O + • • • + «^«1 — «^0 — • • • — «^mi-l ^ S > t^o + • • • 

+ Vni Wq — '" — Wm^. 

Jetzt folgt die Anreihung von t^ni+i, t^ni+2» •••i ^n^» und zwar so, dafs: 

(5) t^o + ••• + «^«1 — ^0 — ••• ■— W^mi + «^ni+1 + ••• + «'nj, 

aber noch nicht die nächst voraufgehende Summe, den Betrag S über- 
trifft. Ein solcher endlicher Index n^ läfst sich auffinden, da die 
Reihe t^o + ^i + * * * auch nach Fortnahme der {n^ -\- 1) ersten Glieder 
divergent bleibt (Lehrsatz II, S. 53). 
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Vermöge des so eiDgeleiteten alternierenden Verfahrens bringe man 
alle Glieder der ursprünglichen Beihe t«o + Wi -|- • • • unter. 

Dabei ist der Uberschuls der Summe (5) über S nicht gröfser 
als Vn^, und auch bei allen weiter folgenden Summen kann der Uber- 
schuls über S die grölste der auf v„^ folgenden Zahlen Vn^^i, t^n, +2i ••• 
nicht übertreffen. Entsprechendes gilt, wenn man bei der Neuanord- 
nung bis zu einer Summe des Endgliedes Vnj^ gelangt ist. 

Auf der anderen Seite schliefst man den Uberschufs von S über 
die in Rede stehenden Summen entsprechend vermöge der Zahlen Wm ein. 

Aus der Konvergenz von Uq + Ui -\- U2 A folgt nun lim, Un==^ 

n=: CD 

(vergl. Lehrsatz I, S. 53), und also ist auch lim, vi =^ 0, lim, Wm = 0, 

Die fraglichen Summen nähern sich somit bei wachsender Glieder- 
anzahl der Grenze Sj w. z. b. w. i). 



Viertes Kapitel. 

Bestimmung der unter den Gestalten 5^ ^^ • • • sich dar- 
stellenden Punktionswerte. 



1. Die unbestimmte Gestalt f* 

OD (x^ 

Ist eine elementare Funktion in der Gestalt f(x) = -~r\ ffegeben, 

und werden für den endlichen Wert x = a Zähler und Nenner zu- 
gleich mit identisch^ ^((^) = 0, ^(ä) = 0, so bietet sich/(a) in der 
Gestalt § dar, mit welcher man keinen bestimmten Sinn oder Zahlen- 
wert verknüpfen kann. 

Um gleichwohl von einem Funktion s werte f(a) sprechen zu können, 
gibt man folgende 

Erklärung: Als y^wahren Wert^ f(a) der FunMion f(x) für 
X = a bezeichnet man den Grenzwert: 

(l) . . . . .f(a)^-lim./(x) = lm.(^). 

Dabei gilt hier und in den weiter zur Sprache kommenden Fällen 
die Ännahmej dafs überhaupt eine solche Grenze existiert. 



^) Übrigens wird man bei ä -< die Bildung der Summen mit — «'<,, 

— M?! , ... beginnen , während es bei Ä = freistellt , ob man mit %\ oder 

— too beginnen will. 
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Sind (p(x) und tl^(x) in der „Umgebung" von x = a stetig und 
gilt dasselbe von (p'(x) und i)*(x), so dient der Mittelwertsatz (4), 
S. 57, zur Bestimmung von f(ä). 

Um diesen Satz anwenden zu können, wähle man o; = & in der 
Umgebung von a so aus, dafs il>'(x) im y^Inneren^ des Intervalls von a 
bis h nicht verschwindet. Ist tlf'{a) ^ 0, so hat dies keine Schwierigkeit, 
da l/^'Co?) in der Umgebung von x stetig ist. Hat man aber ilf'{ä) = 0, 
so hat man die Möglichkeit der Auswahl einer gewünschten Stelle h als 
Voraussetzung zu machen. Letztere ist bei den für uns in Betracht 
kommenden Funktionen stets erfüllt. 

Jetzt wähle man x zwischen a und h und wende den Mittelwert- 
satz auf das Intervall von a bis x an. Da (p(a) — und ^(a) = 
gilt, so folgt: 

Für lim. x = a wird auch lim. Xi = a-, und also folgt der 

Lehrsatz: Nähern sich die Funktionen (p(x) und '^(x) für 
lim. X = a zugleich dei^ Grenze 0, so gilt die Gleichung: 

(3) m. (Ä = Um. (^\ 

Sollten auch (f'(x) und tl^Ux) für x = a zugleich verschwinden, 
so haben wir die bisher über (p'{x) und tl>'(x) gemachten Voraus- 
setzungen auf (p"(x) und ^"(x) auszudehnen. Durch die erneute An- 
wendung der Regel (3) werden wir alsdann : 

(4) hm. ( ^-f-r- ) = hm. ( tttt-c ) 

finden und nötigenfalls die gleiche Schlutsweise noch öfter wiederholen. 

Lehrsatz. Werden- Zähler und Nenner, (p(x) und '^(x)^ von 
f(x) samt ihren (n — 1) ersten Anleitungen zugleich zu , falls x = a 
uHrd, während (p(^^(a) und ip(^^(a) wenigstens nicht beide gleich sind, 
so gilt die Gleichung: 

-^^ xr=:a\^{x)J !/;(") (a) 

Beispiele sind: 

/sinx\ ,. /cosx\ 

hm. ( ) = hm. ( — ; — ) = 1, 

« = o \ X J x = Q \ 1 / 

hm. ( . ) = hm. ( — — ) = 2, 

a; — \ S'^i X / x = (i\ COS X 

deren erstes die Formel (1), S. 22, bestätigt. 
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2. Die unbestimmte Gestalt ^• 

Erklärung: Hat die Funktion f (x) ■ dieselbe Gestalt wie in 
Nr. 1 , und werden Zähler und Nenner von f(x) für x = a beide un- 
endlich grofSy (p(a) = oo, ilf(a) = od, so versteht man unter dem 
j^wahren Werte^ f(a) der Funktion f(x) für das Argument x = a die 
Grenze f(a) = lim, f(x), sofern eine solche existiert. 

X =: a 

Das ÜDendlichwerden der Funktionen (p (x) und ^ (x) für x = a 
soll dabei ein solches sein, dafs die Funktionen: 

(1) . . . . . (Piioo) = --7-r, ^iioc) = 



(fix)' ^'' ' tix) 

sich stetig der Grenze annähern, falls sich x stetig dem Werte a 
nähert. 

Die in (1) eingeführten Funktionen liefern: 

Da die letzte Form der Funktion f(x) für x •= a die unbestimmte 
Gestalt I annimmt, so kommen wir auf den in Nr. 1 behandelten Fall 
zurück. Man findet: 

Un.. (^^f\ = Um. (^^ = U.. (fMV. Un..m), 

x = a\q>\ {X)J x^a\q>l (P0)J x z= a\'^ {x) J a- = a W W/ 

(3) . . . Um. f(x) = Um. fix) • Um. ( -777J • 

x = a Lx = a J x = a \^ \X)/ 

Ist Um.f(x) von verschieden und endlich, so folgt aus (3): 
Ist Um.f(x) = 0, so darf man Formel (4) auf die Funktion: 



x=^ a 



anwenden und findet auf diese Weise: 

(6) . . i + .;../(.)=j««.|;| = i + .^.||-). 

80 dafs die Formel (4) bestehen bleibt. 

Auch für Hm.f{x) = 00 ist Formel (4) richtig, wie man durch 

Vermittelung der Funktion h(x) •=■ 1 'f{x)y für welche Formel (4) 
bewiesen ist, zeigt. 

Auf dieselbe Art, wie in Nr. 1, ergibt sich nunmehr der 
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00 



Lehrsatz: Werden Zähler und Nenner y (p(x) und il^(x), von 
f(x) samt ihren (n — 1) ersten Ableitungen zugleich unendlich grofs^ 
falls x = a wird, während (p(^^(a) und il^(*^^(a) wenigstens nicht beide co 
sind, so gilt die Gleichung: 

^^ '^^^ x = a\^{x)J i/;(»»)(a) 



3. Berücksichtigung des Wertes x = oo. 

Tritt an Stelle des endlichen Wertes rc = a der Wert oo , und 

erscheint fix) = —, — etwa für lim. x = -\- oo unter einer der un- 

bestimmten Gestalten § oder ^, so zeigt sich, dats für die Bestimmung 
des wahren Wertes lim, f(x) die in Nr. 1 bezw. 2 gewonnenen Kegeln 
erhalten bleiben. « = + » 

Setzt man nämlich y = ic~\ so wird für lim, a? = + ^ die 
Yariabele y als positive Gröfse gegen die Grenze abnehmen. 

Man schreibe demnach: 

(1) . (p{x) -= (p \—\ = g?i(t/), ^{x) = ^ y-A = tiiy) 

und untersuche (pi {y) : xj^i (y) für lim, y = 0, 

Die bisherige Entwickelung ergibt daraufhin für lim,f(x): 

<^> ■ ■ -(?:i) = -;(li)='r:.(?ä' 

wie man durch Division der beiden Gleichungen: 

9>i (y) = — x^(p' (xi t'i (y) = — x^ i^' (x) 

zeigt. 

Der letzte in (2) gegebene Ausdruck für lim, f(x) liefert den 

Lehrsatz: Nimmt f (x) für x = -\- oo die unbestimmte Gestalt J 
oder ^ an, so bleiben für die Bestimmung des j^wahren Wertes^ 
f(-\- 00^ = lim, f(x) die in Nr, 1 und 2 für endliches a gewonnenen 

Begeht erhalten. 

Diesen Satz wird man auf den Fall lim. a? = — od sofort über- 
tragen. 

4. Die unbestimmten Gestalten Ox, oo — oc, 0^ ooo, 1". 

Nimmt die Funktion f{x) für x ■= a eine der folgenden fünf 
unbestimmten Gestalten O-oo, oo — oc, 0*\ oo^, l* an, so definiert 
man den „wahren Wert^ f(a) der Funktion f(x) für x = a stets 
wieder durch f(a) = lim, f(x). 



X =z a 
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Die Berechnung von f{a) gelingt in allen fünf Fällen durch 
Zurückführung auf eine der in Nr. 1 und 2 behandelten Gestalten. 

I. Ist f{x) = (p(x) ' 1^(3?), und wird der erste Faktor für 
lim. X ■= a gleich 0, der zweite = oo, so setze man entweder 

(1) . . . . ^i(aj) = --T-T- oder (px{x) = 



t(x) ^'^ ' (fix) 

Hieraus entspringt für/(aj) entweder die Gestalt: 

(2) fix) - ^^ ' oder fix) = ^^ • 

(2) . . . . fW — ^^^^^ Oder f^x)—^^^^^ 

Für X = a tritt dann entsprechend entweder § oder ~ ein. 

IL Ist f(x) = (p(x) — if(x)i und werden Minuend und Sub- 
trahend für o; = a gleichzeitig unendlich, so benutze man die in (1) 
erklärten Funktionen ^i(x\ ilfi(x) und schreibe daraufhin: 

^ ^ ^ ^ 9i(^) *iW yiW ^i(^) 

In dieser Form erscheint /(rc) für a? = a in der Gestalt §. 

III. Nimmt die Funktion f(x) = [(fix)]^^^^ für ic = a eine der 
Gestalten 0^ oo^, i" an, so setze man; 

(4) . .log(p(x) = (p,{x), logf{x) = F{x\ f(x) = e^(^\ 

Die so definierte Funktion: 

(5) F(x) = logf(x) — i^ix) ' (pi(x) 

erscheint in allen drei Fällen für x = a in der Gestalt • oo , so dafs 

man F(a) und daraufhin f{a) = e^^^^ nach der in I angegebenen 

Regel finden kann. 

1^ 

Beispiel. Die Funktion f(x) = (1 +0?)* nimmt für äj = die 

Gestalt 1" an. Hier ist: 



= 1; 



(6) Um. F(x) = lim. (!^l(L±A) = n^, (A-) 

und also ergibt sich /(O) = e^^^^ == gi = e in Übereinstimmung 
mit (8), S. 14. 



5. Gebrauch der Fotenzreihen. Unendliohwerden von 

e^ und logx. 

In vielen Fällen macht man mit Vorteil von Potenzreihen Gebrauch, 
um den wahren Wert einer Funktion an einer solchen Stelle zu be- 
stimmen, wo sie eine der besprochenen unbestimmten Gestalten an- 
nimmt. 
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£s soll dies an der Aufgabe erläutert werden, den wahren Wert 

der Funktion f{x) = — mit ganzzahligem w ^ 1 für x -= -\- (x^ , y^o 

X 

die Gestalt ^ yorliegt, zu bestimmen. 

Nach (2), S. 63 gilt für jedes endliche a; > : 



(1) 



= ^-~ + %-r- + ^TT- + ••• + 



ic» ' 1! ' 2! ' ' (n— 1)! 

'^ n\\} '^ n-\-\'^ \n + 1) (M^ "^ "T 



denn die Exponentialreihe konvergiert für jeden endlichen Wert x. 

Da in (I) rechts sowohl yor als in der Klammer lauter positive 
Glieder stehen, so gut: 



a?" -^^ w! \ ^ n + 1/' 



X 

und also findet man: 

(2) lim, (^) = 00 

X=: + oo \X / 

als den gesuchten wahren Wert der vorgelegten Funktion bei a? = -|- oo. 

Da man lim. l — — j = oo hat , so wird x^ fWr a; = oo vm so 

stärker tmendlich, je gröfser der positive Exponent n ist. 

Da aber die Gleichung (2) für jedes positive ganzzahUge n gilt, so 
entspringt der 

Lehrsatz: Das ünendlichwerden der Exponentialfunktion e* für 
rr = + 00 ist stärker als dasjenige irgend einer Potenz; x*^ mit endlichem 
positiven ganiszdhligen Exponenten n. 

Man kann diesen Lehrsatz auch in eine die Funktion logx be- 
treffende Gestalt umkleiden. Zu diesem Zwecke schreiben wir {i) 
um in: 

lim. (—\ = 

und setzen ^ =z Xi und also x = logx^\ es folgt bei Fortlassung des 
Index 1: 

(3) ..... ... liM.C-^\ = 0. 

\a;»» / 
_i_ 

Offenbar wird x^ für lim. x == oo um so schwächer u/nendlich, je 

gröfser n gewählt wird. Gleichwohl besteht der 

Lehrsatz: Das ünendlichwerden des Logarithmus logx für 

iT = 00 ist schwächer als dasjenige der Potenz a;**, wie grofs man auch 
die positive ganze Zahl n wählen mag. 
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Setzt man x = — in (3) ein, so wird: 

logx ^ 

und es wird sich Xi als positive Grötse dem Werte nähern, falls 
lim. a? = -|- 00 sein soll. Lassen wir den Index 1 wieder fort, so folgt: 



L \x^' logx) = 



(4) lim. 

X=zO 

als wahrer Wert der Funktion x^-logx für rr = 0, wo die unbestimmte 

Gestalt • oo vorliegt. 

i_ 

Für ein ohne Ende abnehmendes x wird übrigens x"^ um so 
schwächer oder langsamer unendlich Mein, je gröfser die positive ganze 
Zahl n ist. 

Gleichung (4) liefert aber für das Verhalten von logx bei unendlich 
klein werdendem x folgenden 

Lehrsatz: Das TJnendlichwerden von logx für x = ist so 

i_ 

schwach^ dafs das Produkt von logx mit der Potenz x*^, wie grofs aiM^h 

die positive ganze Zahl n gewählt sein mag, für lim. x = die 

Grenze hat. 



Dritter Abschnitt. 



Grundlagen und Anwendungen der Integral 

rechnung. 



Erstes Kapitel. 

Begriffe des unbestimmten und des bestimmten Integrals 

nebst geometrischen Anwendungen. 



1. Begriff des unbestimmten Integrals. 

Erklärung: Die Fundamental aufgäbe der Integralrechnung latUet: 
Gegeben ist die Funktion (p(x); man soU eine solche Funktion f(x) an- 
gebeviy deren Äbleitu/ng f'(x) mit q) (x) identisch ist. 

Die Auflösung dieser Aufgabe ist die zur Differentiation von f{x) 
inverse Operation. 

Von der gesuchten Funktion f(x) ist unmittelbar das z\x dx 
gehörende Differential df(x) = q)(x) - dx gegeben. Man kleidet dem- 
nach die Fundamentalaufgabe auch wohl in die 

Erklärung: Aus dem in der Gestalt (p(x)dx gegebenen Diffe- 
rential df(x) soll die Funktion f(x) selbst hergestellt werden. Diesen 
Übergang bezeichnet man als y^Integration^ des Differentials df(x) 
= (p(x)dx^ und das Resultat dieser Operation, d. i.f(x), heifst y^Inte- 
gral^ des Differentials df(x) = fp(x)dx, oder kurz „Integral von 
(p (x) d x^. 

Um durch eine Formel auszudrücken, dals die Integration von 
(p(x)dx auf f(x) führt, schreibt man: 

(1) fix) = (p{x)dx. 

Erklärung: Man hat hiernach das Zeichen I als y^Integral 

von^ zu lesen; und die Formel (1) bringt nichts ärgeres zum Aus- 
dritck, als dafs das Differential df(x) = q)(x)dx oder die Ableitung 
f(x) = 9) (x) sei. 
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Weiter unten wird gezeigt, dafs es für jedes mit einer elementaren 
FtmMion (p(x) gehildete Differential (p(x)dx ein Integral f(x) gibt. 

Ißt neben /(a;) auch g{x) ein Integral von (p(x)dx, so haben /(a?) 
und g(x) gleiche Ableitungen; und also ist für die Funktion F(x) 
== 9(^) — /(^) ^^^ Ableitung F'{x) beständig gleich 0. 

Die Funktion F(x) hat somit für alle x den gleichen Wert, sie ist 
eine Eonstante C (man wende z. B. den Mittelwertsatz (5), S. 58, auf 
F(x) an). Es muls sich also g(x) in der Gestalt /(ic) + G dar- 
stellen lassen. 

Nun hat andererseits die Funktion [f(x) -\- C] bei willkürlich 
gewähltem C dieselbe Ableitung wie f(x) ; also folgt der 

Lehrsatz: Das Integral eines gegebenen Differentials q>(x)dx 
ist nur bis auf eine wüTk'wrlich wählbare additive Konstante C eindeutig 
bestimmt f d, h. mit f(x) ist stets au/ch f(x) + C Integral von q)(x)dx. 

C heilst die j^Integrationskonstante^ ; bleibt der Wert von C un- 
bestimmt, so spricht m^n von einem y,unbestimmten Integral^, 

2. Unmittelbare Integration einiger DifTerentiale. 

Soll ein gegebenes Differential (p(x)dx integriert werden, so ist 
man zunächst darauf angewiesen, in den Formeln der Differential- 
rechnung nach einer Funktion f(x) zu suchen, für welche f (x) 
= 9? (x) wird. 

Indem man die einfachsten von S. 20 ff. her bekannten Differen- 
tialformeln : 



df(x) = (p(x)dx in f(x) 



= I (p(x)dx, 



d. h. in die entsprechenden Integralformeln umschreibt, ergibt sich 
folgendes erste Formelsystem: 

(1) x'^dx = — -— (falls I» > — 1 gilt), 
J m -f- 1 

(2) — = ^ogx, (3) ^'dx = e^ 



(4) 



(6) 



(8) 



I cosxdx = sinx^ (5) I sinxdx = — cosXy 

r ^^ ^ /rrx ( dx 

— ^ = ^9^^ (7) -^T- =■ — ctgx, 

C dx . ,^s ( d^ 

I :::::=: arcstnx, (9) — ; — - = arctgx, 

J yrzT^ ^ ^ } i + x^ 



Der Kürze halber sind hier überall die Integrationskonstai^teu C 
ausgelassen. 
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3. Zwei Hilfssätze zur Integration der Differentiale. 

Gelten die beiden Formeln: 

(1) . . . df(x) = f'(x)dx und dg(x) = g'(x)dx, 
80 liefert der erste Lehrsatz in Nr. 5, S. 19: 

(2) . . . . d[f(x)±g(x)] = [f(x)±g'(x)]dx. 

Setzt man nun f\x) = ^>(x\ g'(x) = i^(aj), so folgt aus (1): 

(3) . . . f(x) = (p{x)dx, g{x) = \ il^(x)dx, 
und die zu (2) gehörende Integralformel: 

(4) . . . . {[(p(x)±tl^(x)]dx=f(x)±g(x) 
liefert vermöge (3): 

(I) • • [9^(x) i '4^(x)] dx = (p{x)dx ± I il^(x)dx. 

Lehrsatz: Eine Summe oder Differenz wird integriert^ indem 
mcm jedes Glied integriert und die entspringenden Integrale addiert hezw, 
siibtrdhiert. 

Ist f'{x) = (p{x\ so liefert Formel (4), S. 19: 

(5) . .' . . d [a/(a?)] = af{x)dx = aq)(x)dx. 
Die zugehörige Integralformel: 

(6) . . . . aq){x)dx = a'f{x) = a I q)(x)dx 
liefert: 

(II) \ aq){x)dx = a \ q)(x)dx. 

Lehrsatz: Mn konstanter Faktor des zu integrierenden Diffe- 
rentials darf vor das Integralzeichen gesetzt werden, 
Beispiele zu Nr. 2 und Nr. 3 sind: 



1 



x^ x^ 

(ao + aiX-\- a^x^ -\ \- anX'^)dx = C -\- a^x + «i — + o, — + 

+ «n 



^^ + r 

\2x'^ 7^ A — -==- ] dx = C -\- Va^* — 14 V^ + S aresin X. 

\ iß yi — w 

4. Integration durch Substitution einer neuen Variabelen. 

Erklärung: In vielen Fällen gelingt die Integration von q>(x)dx 
durch Einführung einer Hilfsvariäbelen z vermöge: 

(1) X = 'il^(z), dx = if'(z)dz, 

Fricke, Leitfaden. Q 
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Die yf Substitfäian^ van t^(z) für x liefert: 

(2) . . [(p{x)dx=[(p[^{z)\.Mf'{z)dz = [9{e)de. 

Kann man das letzte Integral als Funktion F(z) angd>en^ so liefert 
endlich die Wiedereinführung von x das gesuchte Integral: 

(3) . . . f (p(x)dx = { 0(z)dz = F{z) =f(xy 

Führt man z. B. in I sin (a -\- J)x) dx die Yariabele z yermöge 
a -\- hx = z, hdx = dz ein, so ergibt sich: 

rA\ f • / I 1. ^^ ^ f • ^ ^^^ cos(a + hx) 

(4) I siw (a + DX) dx •= — \stnzdz'= — = 

Bei den folgenden Beispielen ist immer die zur Berechnung des 
Integrals geeignete Substitution in Klammem angegeben : 

f dx 

(5) — 1 — = log {x + a), [a; + a = ^r], 



f dx _ 
J a; + a "" 

(6) f cos (5 + lx)dx = ^iTSin (5 + 1 x\ [5 + lx.= z\ 

(7) I c** da; = i . e**, [kx = 4 

o ,^ » = — arc tg (—) , [x = az\ 

} a^ -\- x^ a \a/ ^ ^ 



(8) 



(9) 



f dx f oc\ 

I , = arc sin ( — ) , fa? = az\ 

J Va« — x^ \a/ 



(11) \ tgxdx = — log cos X, [cosx = z\ 

Beim Beweise der letzten Formel benutze man die Gleichung: 



(ioj e?a? 

sinx 

2 sin i^r] cos 



■■"(f)-(i) Kl) -d) "(t) 



Integration durch Sub8titution. Partielle Integration. 
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5. Methode der partiellen Integration. 

Aus Formel (2), S. 24 ergibt sich: 

(1) . . d [(p (x) X (x)] = (f (x) %'{x) dx 4- q>\x) % {x) dx, 

(2) . . q){x)x{x)=^q>{x)-^^ 
Schreibt man in (2): 

= ^(rr) und also ^i^) "== \ '^{x)dXy 
dx J 

so folgt: 

\ q) (x) i^ (x) dx = (p (x) \ ^ (x) dx — 1 



(3) 



'd (p(x) 
dx 



I tlf(x)dx dx. 



Erklärung: Die in dieser Formel enthaltene Begel zur Berech- 
nung von 1 fp(x)'i\)(x)dx hei f st die Begel oder Methode der „partiellen 

Integration^, 

Die partielle Integration verwendet man vielfach mit Vorteil bei 
der Integration gegebener Differentiale; Beispiele sind: 



I. 



(4) 



II. 



(5) 



III. 



(6) 



logxdxj (p(x) = logXy tl^(x) = 1, 
logxdx = logx dx — 1 "~ 1 ^^ ^^' 



logxdx == xlogx — r x. 



X sin xdx, q>{x) ■= x^ ^ (x) = sin rr, 



X sin X d 



X = X \si 



sinxdx 



sinx dx\d 



X sinxdx =■ — xcosx -\- sinx. 



arctgxdxy (p(x) = arctgx^ i^ix) = 1, 



arc 



tgxdx = arc tgx \ dx — I :j-j_ -^ l <^ i» 1 ^a^» 



arctgxdx = x arc tgx — V2 ^^9 (1 + ^^)- 



6* 



g^ UlEA'<f?^*^f|g'^^lüailf0^&KteHes bestimmten Integrals. 



Itlll^tt £4irM "'V^^'^^ Terstandea) eindeutig 






^s,H|irMf|ir''aeäSifli^Vidrig ist. 

L*9|,*' ** *M'S^CIl!l*demlrLtervall gelegene Stfiok 
^ll*» •• — ■B&^Si'^^^p^t= (p{x), eowie die au a; = a 
'bvP^ V^tl^h'^i'SB'1^1 Ordinaten sind in 
KlJ^^S^I?^ stttrkeB Ausziehen hervor- 
'j^lMi^^' Bi möge das von der Knrve, 
'bS^II f y fr»eg beiden Ordinaten und 

tlMll-C9llS[ begrenzte FlächeoBtQck den 
.^jl9tj§aitn- 

10 W CJBiiw näherten Berechnung von / 
** -A* -S^^^^.S^'!^ zwischen a und h gelegene 
. oa'J^^^-'jlJ^^'K^'*'''^ notwendig, aber zweck- 
^!^^^Si^^^^ ^^' einzelne Teil habe die 
j'^^^^'^S'^^^ bat. 
^^^^^^S^^^ Teilpunkten die Ordinaten 
^^^^ — 1) z/a;] errichtet werden, 



,v3|3e man nunmehr das in der 
neiden, indem mau dnrch 
l5§i'""*Uele zur a>Äch8e zieht. 




i^li^^^^^E!%, um Bo mehr wird sich der 



i^&^^iC^ä%>^?RiuS^^Äi zu berei 
^ ^^e^^^ä^^!>lelchung : 



berechnenden Flächen- 



^gn^toi^ieinzelnen der n Streifen (wie 

^Ha^js^hteck , dafs man durch den 

^älplele zur X'Achse zieht. Der 



^.^,^.,. 



Das bestimmte Integral. 
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Die Formel (2) gilt auch dann noch, wenn (p (x) im Intervall nicht 
oder nicht stets mit o; gleichändrig ist, sowie wenn (p (x) nicht oder 



Fig. 44. 




x=b 



nicht immer positiv ist. Es ist 
nur nötig zu verabreden, da£s, falls 
die Kurve ganz oder teilweise unter- 
halb der o;- Achse verläuft, die In- 
halte der hierselbst zwischen Kurve 
und o;- Achse gelegenen Flächenstücke 
negativ in Rechnung zu stellen sind. 
So ist J im Falle der Fig. 44 die Summe der Inhalte der Stücke I 
und ni, vermindert um den Inhalt von IL 

Für lim, n = oo wächst die Gliederanzahl der in (1) definierten 
Summe ins Unendliche, und jedes einzelne Glied wird zu einem Diffe- 
rential (p{x) ' d X. Vollziehen wir den fraglichen Grenzübergang, 
Mm, j* = 00, an der in (1) rechts stehenden Summe, so bedienen wir 
uns des abkürzenden Symbols: 



(5) 



Um, \ff>((i)jdx-\- q>(a -\- ^x)^x -\ h ^[^ + 0^ — l)^x]^x\ 



n=roo 






= u 



{x)dx, 



so dals'hier das Zeichen I in einer zunächst neuen Bedeutung, nämlich 

als Summenzeichen, verwendet wird. 

Lehrsatz: Die Summe (1), deren Glieder für unendlich wachsende 

Gliederanzahl n zu Differentialen werden, nähert sich für lim. n = co 

h 

der durch das Symbol 1 (p(x)dx bezeichneten Grenze y welche den end- 



a 



liehen und bestimmten Wert J hat. Der Ausdruck \ (p(x)dx wird als 



1^ 



a 



y^hestimmtes Integral^ van q>(x) oder von (p(x)dx benannt; a und b 
sind die y^untere^ und j^obere Grrenze^ des Integrals ^ das Intervall der 
Zahlenlinie von a bis b heifst das „Integrationsintervall '^ des in Bede 
stehenden bestimmten Integrals, 

Es ist nötig, dals man sich die Entstehung des bestimmten Inte- 
grals auch ohne die durch Fig. 43 eingeleitete geometrische Deutung 
klar macht: Man hat das Intervall der unabhängigen Variabelen x von 
a bis b in „Differentialschritten^ zurückztdegen und für jeden solchen 
Schritt das Differential (p(x)dx zu berechnen; die Summe aller dieser 

b 

Differentiale (p(x)dx ist das bestimmte Integral I (p(x)dx. 

a 



86 ni, 1. Begriffe des unbestimmten und des bestimmten Integrals. 



7. Zusammenhang zwischen den bestimmten und den 

unbestimmten Integralen. 

Die obere Grenze h des Integrals sei yeränderlich und werde des- 
halb durch X statt durch h bezeichnet. Doch soll sonächst x > a 
bleiben, und die Funktion (p soll im Intervall Yon a bis x eindeutig 
und stetig sein. 

Der Integral wert J wird alsdann selbst eiae eindeutige und stetige 
Funktion F(x) der oberen Grenze x sein: 



X 



(1) 



q)(x)dx = F(x). 



a 



Man bilde nun den Zuwachs ^ F (x) = F(x -\- ^ x) — F(x) dieser 
Funktion, welcher dem Zuwachs ^x entspricht. 

Pig 45 ^ F{x) ist als Inhalt des in Fig. 45 

stark umrandeten Bereiches, wie die Figur 
zeigt, inhaltsgleich mit einem Rechteck 
der Grundlinie ^ x und der punktiert an- 
y(x+^x) gedeuteten Höhe. 

Letztere ist die Ordinate (p{x-\-^' ^x) 
— für ein gewisses, dem Intervalle von x 

bis {x -\- ^ x) angehörendes Argument 
{x -\- %•' zfx), wo also ^ O- ^ 1 ist: 

F(x + z/.rr) — - F(x) = tp (x + ^ - zJx)^x, 
{x + Jx) — Fix) 




(2) 



r 

• • { F 



/dx 



^ (p(x -\- d" ' ^x). 



Für Um, z/rr = folgt F' (x) = 9^(^); ^ ist somit die in (1) 
erklärte Funktian F(x) ein Integral des Differentials (p(x)dx im Sinne 
von S, 79 1). 

Denkt man nun vorab das unbestimmte Integral I (p(x)dx = f(x) 
nach S. 80 ff. berechnet, so folgt: 



X 



(3) 



F(x) —fix) + C oder 



I (pix)dx = 



fix) + G. 



a 



Zur Bestimmung der Integrationskonstanten C lassen wir x bis a 
abnehmen, so dals der Wert des bestimmten Integrals zu wird: 

= fia) + C oder C = — /(a). 



') Hieraus entspringt zugleich der in Nr. 1, S. 80, noch unbewiesen ge- 
bliebene Satz,.dafs es zu jedem Differential qjix)dx ein Integral gibt. 
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Durch Eintragung dieses Wertes in (3) und Wiedereinführung der 
Bezeichnung h für die obere Grenze folgt: 

h 



U 



(4) \<p(x)dx =f(b)—f(a) 



a 



Lehrsatz: Um das in (4) links stehende bestimmte Integral zu 

berechnen y integriere man zu/nächst unbestimmt I q)(x)dx =f(x); der 

Wert des bestimmten Integrals ist gleich der Differenz f(b) — f(a) der 
Werte von f(x) für die Integralgrenzen, 

Besonders einfach gestaltet sich der Beweis der Regel (4) auf 
Grund der am Schlüsse von Nr. 6 entwickelten abstrakteren Auffassung 
des bestimmten Integrals: Durchmifst man das Intervall von a bis b in 
Differentialschritten dx und addiert zum Anfangswerte f (a) der Funktion 



f(x) = I (p(x)dx den jedem Schritte dx entsprechenden Zuwachs 
df(x) = q)(x)dxj so gelangt man schlief slich zum Endwerte: 

b 

f{a) + [ip{x)dx=f{V). 



a 



Übrigens haben wir noch zu bemerken, dafs die obere Grenze b 

auch Meiner als die untere a sein do/rf Dann ist z/a; = negativ; 

man wird die Betrachtungen der Nrn. 6 und 7 sehr leicht auf diesen 
Fall übertragen und insbesondere die Allgemeingültigkeit der Regel (4), 
Nr. 7, erkennen. 



8. Integration bis x = co oder bis zu einer TJnstetigkeits- 

stelle von q) (x), 

Ist (f (x) für aUe endlichen Werte i» ^ « eindeutig und stetig, 
so lasse man die obere Integralgrenze sich als stetige Yariabele x dem 
Grenzwerte oo annähern. 

Erklärung: Ergibt sich bei diesem Grenzübergänge ein be- 
stimmter Grenzwert: 



X 



(1) 



. . . lim. l (p(x)dx = lim, [f(x) — /(»)], 

X=: •\- CO J x^ + oo 



a 



so definieren tvir diesen Grenzwert als den Wert des Integrals 

+ 00 

I mit der oberen Grenze + oo. 



a 
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Entsprechende Festsetzungen finden statt, wenn die untere In- 
tegralgrenze gleich -\r ^ wird, sowie wenn eine der Grenzen gleich 
— 00 wird. 

Auf den Fall, dafs (p(x) für eine der Grenzen, etwa &, unendlich 
wird, bezieht sich folgende 

Erklärung: Wird (p (x) für x = h unstetig durch ünendlich- 
werden, so soll: 

h X 

(2) \ (p{x)dx =^ lim. I (p{x)dx 

a a 

sein, falls hei dem angedeuteten Grenmhergange ein bestimmter Grrenz- 
wert eintritt. 



9. Lehrsätze über bestimmte Integrale. 

Lehrsatz: Aus dem Begriffe des bestimmten Integrals oder aus 
Formel (4)y 5. 87 ergeben sich die in folgenden Formeln enthaltenen 
Begeln : 

a b 

(1) \ (p(x)dx = — I (p(x)dx, 

b a 

a 

(2) \ (p(x)dx = 0, 



a 

h 



(3) 



. . . I (p(x)dx = j q){x)dx -\- I (p{x)dx, 



a a 

welche man leicht in Worte Meidet, 



Es seien die Funktionen q)(x) und tlf{x) im Intervall a <C x < b 
stetig, und rlf(x) sei daselbst nirgends negativ und nicht stets Null. 
Der grölste Wert von (p(x) im Intervall sei ilf, der kleinste m. 

Dann gilt, dx als positiv vorausgesetzt: 

mi>{x)dx ^ (p{x)ii}{x)dx ^ Mi\){x)dx 

für das ganze Intervall; und also folgt weiter: 

& & b 

m \t\){x)dx -^X (p(x)il^(x)dx ^ M I '4f(x)dx. 



a a a 



Setzt man somit zur Abkürzung: 
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(x)dx 
(4) . . . - — ^. = Ö. so ist m^ Q ^ M. 

I il^(x)dx 

a 

Da nun die stetige Funktion ^) {x) für einen bestimmten Wert x 
des Intervalls = M und für einen gewissen anderen Wert = m wird, 
so läfst sich zwischen jenen beiden Werten x und also im Intervall von 
a bis b ein Wert x ^= c angeben, für welchen (p{x) den zwischen M 
und m gelegenen Wert Q annimmt. 

Schreibt man jetzt Q = q){c) in (4) ein, so folgt der 

Mittelwertsatz der bestimmten Integrale: Sind im Inter- 
vall o> '^ X ^h die Funktionen (p (x) und t^ (x) stelig , und ist ii) (x) 
daselbst nirgends negativ und nicht üheräll gleich Null, so läfst sich im 
Intervall ein Wert x = c angeben^ für den die CReichung gilt: 



(5) 



Ö 

. . . I (p(x)if(x)dx = (p{c) \ if(x)dXy a < c <h. 



a a 



Auf Grund von (1) zeigt man, dafs bei diesem Satze von der For- 
derung a <ib abgesehen werden kann. 

Da femer die Gleichung (5) für die Funktion — i^ix) gilt, wenn 
sie für -|- tl^(x) richtig ist, und da diese Gleichung auch dann besteht, 
wenn ilf (x) für alle Werte x verschwindet, so können wir die an die 
Vorzeichen der Werte tlf(x) gestellte Forderung dahin präzisieren, dafs 
tl^(x) im Intervall von a bis b enttveder nirgends negatii^e oder nirgends 
positive Werte haben soll, 

Ist tl^(x) beständig = 1, so folgt: 

b 

(6) \ (p(x)dx = (p(c) • (b — a). 



a 



Ist aber das unbestimmte Integral I (p(x)dx = /(a?), so er- 
gibt sich: 

/(6)— /(o) = (b-a)f(e) 

in Übereinstimmung mit (5), S. 58. 

10. Quadratur ebener Kurven. 

Aus den Betrachtungen von S. 84 S, entspringt folgender 

Lehrsatz: Ist eine ebene Kurve C gegeben j welche für jede dem 
Intervall et ^x^b angehörende Abszisse x eine und nur eine Ordinate 
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y = (p(x) au/weißt , so ist der Inhalt J der von der Kurve , der 
Abszissendchse und den zu x ^= a und x = h gehörenden Ordinalen 
eingeschlossenen Gesamtfläche: 

h 



(1) 



J={ip{x)dx=f{h) -/(a). 



a 



Fig. 46. 



Die Mafszablen yon Flächenteilen unterhalb der ;z;- Achse kommen 
hierbei negativ in Rechnung (vergl. Fig. 44, S. 85). 

Die in (1) geleistete Inhaltsbestimmung heilst j^Quadraiur der 
Kwrve C". 

Beispiel. Wir betrachten die Quadratur einer auf ihre Asymptoten 
als Achsen bezogenen gleichseitigen Hyperbel (vergl. Fig. 46), bei 

welcher der Abstand des Scheitel- 
punktes A vom Mittelpunkte der 
Kurve = 1 ist. 

Die Gleichung der Kurve, von 
welcher in Fig. 46 nur der eine Zweig 
gezeichnet ist, hat die Gestalt xy = '^j^. 
Dies heilst, dals das aus der Abszisse, 
der Ordinate und dem Radius vector 
des einzelnen Punktes P der Kurve 
gebildete Dreieck den konstanten In- 
halt V4 iiat: 




(2) 



Z\ OAB = A OFC = 1/4. 



Da die Abszisse OB des Scheitelpunktes Ä gleich -r= ist, so ist 
der Inhalt des in Fig. 46 schraffierten Stückes: 



oc 



oc 



J 



^ydx=y,^^ = y.^logOC 



(3) 



Man kann dieser Gleichung auch die Form geben: 
2J = log (ÖC . V2). 



^^^^] 



11. Deutung der hyperbolischen und der trigonometrischen 

Funktionen. 

Bezieht man die eben betrachtete gleichseitige Hyperbel auf ihre 
Hauptachsen als Koordinatenachsen, so wird die Gleichung derselben 
x^ — y^ = l. In Fig. 47 ist nur der eine (auf der Seite der positiven 
flj- Achse gelegene) Zweig der Hyperbel gezeichnet; man kann diese 
Lage der Kurve aus Fig. 46 durch Umklappung der letzteren um- die 
punktiert angedeutete Achse herstellen. 







— CBi=^*^41üil S für y > darch 
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Letztere Gleich angen können wir aber unter Gebrauch der S. 27 
erklärten Bezeichnungen so schreiben: 

(2) X = cosh (2 S), y = sink (2 S). 

Lehrsatz: Die Koordinaten x, y der Punkte P des in Fig. 47 
gezeichneten HyperheUweiges sindy in ihrer Abhängigkeit vom doppelten 

Sektor 2 S aufgefafst , die hyperbolischen 
Funktionen cosh (2 S) und sinh (2 S), 

Der Name „hyperbolische Funktionen" 
findet hierdurch seine Rechtfertigung. 

Die beschriebenen Verhältnisse sind 
denen der trigonometrischen Funktionen 
genau analog. In Fig. 48 ist der „zum 
Punkte P gehörende Sektor S" des Kreises 
vom Radius 1 schraffiert. Ist der zu- 
gehörige Bogen ÄP gleich s, so hat man 
s = 2S. 
Für die Koordinaten x, y des Punktes P hat man somit: 

(3) x = cos {2 S), y = sin (2 S), 

was den Gleichungen (2) genau entspricht. 




12. Bektifikation ebener Kurven. 

Für die Kurve C sollen im Intervall a -^ x -^b die zu Anfang 
von Nr. 10 gemachten Voraussetzungen gelten. Die Gleichung der 
Kurve Bei y ^= q> (x). 

Das die Punkte (x, y) und {x + dx, y -j- dy) verbindende Bogen- 
diSerential ist nach S. 41 : 



(1) 



. . eis = l/l + ^^y. dx = V'l + [q)'{x)]^'dx. 



Man denke jetzt den über dem Intervall a ^ a? ^ 5 gelegenen 
Kurvenbogen in unendlich viele Differentiale dieser Art zerlegt, wie 
sie etwa den unendlich vielen Parallelstreifen in Nr. 6 entsprechen. 

Wie wir dort die Streifeninhalte cp(x)dx zum Gesamtinhalte 



J 



=u 



{x)dx summierten, so können wir jetzt alle über dem Inter- 



a 



valle von x = a bis x ^^ b gelegenen Difi'erentiale (1) zum Gesamt- 
bogen s summieren. 

Lehrsatz: Die Länge s der Kurve G wünschen den Punkten der 
Koordinaten a, (p(a) und 6, (p(b) ist gegeben durch das bestimmte 
Integral : 
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h 



93 



(2) 



^^ = j |/l + (^J^^ = j VlT [(p'(x)Vdx. 



a 



a 



Die Berechnung der Bogenlänge heilst y^Bektifikation der Kwrve 0". 

Beispiel. Im Falle der Zykloide benutzt man an Stelle von x 
zweckmälsig den Wälzungswinkel t als unabhängige Yariabele Und 
schreibt dementsprechend an Stelle von (1): 



(3) 



ds = 




'"Y+ m- ä>. 



dtj ' \dt/ 



Um die Bogenlänge s eines einzelnen Zweiges der Zykloide zu 
gewinnen, hat man t von bis 2 7t wachsen zu lassen. Man findet: 





wie man mit Hilfe der Formeln von S. 43 feststellt. 

Ersetzt man '^l — cost durch '^ 2 sin l—U so folgt weiter: 



27t 



(4) s = 2 a \ sin l — j dt = 4 a ( — cos 7t -\- cosO) = 8 a, 



Ü 



womit ein bereits S. 49 ausgesprochenes Resultat bestätigt ist. 



13. Gebrauch der Folarkoordinaten. 

Eine Kurve C sei durch ihre Gleichung in Folarkoordinaten r, d" 
gegeben (vergl. S. 50), und es werde ein solches Stück der Kurve be- 
trachtet, welches zu jedem dem Intervall o^ ^ ^ ^ ß angehörenden d" 
einen und nur einen Radius vector r = (p(^) 
liefert. 

Um den Flächeninhalt des Sektors zu 
bestimmen, der von den beiden zu d" = oc 
und d' = ß gehörenden Radien yectoren und 
dem zwischenliegenden Kurvenbogen ein- 
gegrenzt wird, denken wir wieder das Inter- 
vall von 'S" = a bis -O* = /3 in Differential- 
schritten durchmessen. 

Dem einzelnen dd' entspricht (vergl. 
Fig. 49) ein unendlich schmaler Sektor, der 

durch die Radien vectoren OP = dr, OJPi = r -{-dr und das Bogen- 
element PP^ = ds begrenzt ist. 
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^setzen wir diesen Sektor durch den Kreissektor des Radius r 
und des Zentriwinkels dd"^ so ist der Inhalt des Sektors ^l^r^ä^, 
Yermdge einer Betrachtung, die an derjenigen von S. 84 u. f. ihr genaues 
Vorbild hat, ergibt sich der 

Lehrsatz: Der Inhalt J derjenigen Fläche ^ welche durch die zu 
-ö* =i= a und d" = ß gehörenden Madien vedoren und das dazwischen 
liegende Stück der Kurve begrenzt wirdj ist gegeben durch: 

(1) . . . /= 1/2 I »•'^'^ = vJ [9>W?rf^. 



u 



tl 



Für das zm d^ gehörende Bogenelement ds gilt (vergl. S. 51): 
ds = VrMa-a _^ ^^2 = y^ 



" + {%)■ '»■ 



Es folgt der weitere 

Lehrsatz: JHe Länge s des Kurvenstückes zunschen den zu d" = u 
und %• = ß gehörenden Ptmkten von C ist: 

C < I //Z-r\2 

(2) 



-i 



" + in? 



» = \]/[F( 



»)Y + [<p'(»)]^(i». 



a 



a 



14. Kubatur der Rotationskörper. 

Es Bei y = q) (x) eine Funktion, die im Intervall a^x ^ h ein- 
deutig, stetig und positiv ist. 

Man denke das über dem Intervall gelegene Stück der Kurve von 
q) (x) gezeichnet und erzeuge durch Rotation desselben uin die o;- Achse 

einen Eotationskörper, den man 
sich durch zwei in a? = a und 



Fig. 50. 




x = h zur rr- Achse senkrecht ge- 
legte Ebenen begrenzt denke. 

Zwei in den Punkten x und 
(x -\- dx) zur iT- Achse senkrecht 
errichtete Ebenen schneiden aus 
dem Rotationskörper eine unend- 
lich schmale Scheibe aus (vergl. 
Fig. 50). 

Wir fassen näherungsweise diese Scheibe als geraden Kreiszylinder 
der Höhe dx und des Radius y. Das Volumen dieser zylindrischen 
Scheibe ist TCy^dx = 7t[(p(x)ydx, 

Es entspringt nunmehr durch Wiederholung der S. 84 u. f. ent- 
wickelten Überlegung der 
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Lehrsatz: Der Voluminhalt V des in der bezeichneten Art ein- 
gegrenzten Botationskörpers ist dwrch das Integral gegeben: 

h b 

(1) V =Jt \y^dx = 7t \[(p(x)]^dx. 



a a 



Die vermöge (1) zu vollziehende Bestimmung des Kubikinhaltes 
V bezeichnet man als y^Kuhatur^ des Rotationskörpers. 

Beispiel. Zur Volumberechnung eines geraden Kreiskegels von der 
Höhe h und dem Kadius r der Grundfläche hat man zu setzen: 

r 

y = Xj a = 0, h = h. 

Formel (1) liefert alsdann für das Volumen: 

h h 

(2) . . F= TT \{j\^x^dx = 3r . ^ \x^dx — ^U%r^K 



15. Komplanation der Botationsoberflächen. 

Die in Nr. 14 aus dem Rotationskörper ausgeschnittene unendlich 
schmale Scheibe ist nach autsen durch einen auf der Rotationsober- 
fläche gelegenen Gürtel begrenzt, welcher als Mantel eines abgestumpften 
Kegels angesehen werden kann. 

Die Radien der Grundflächen dieses Kegels sind y und y^-rrzy -\- dy, 
die einzelne Mantellinie hat die Länge ds] der Fächeninhalt des Mantels 
ist n(y -{- yi)ds. 

Wie in den bisher behandelten Fällen gewinnen wir den 

Lehrsatz: Die durch Botation des in Nr, 1 4 besprochenen Kurven- 
stüches y = (p(x) entstehende Oberfläche hat den Flächeninhalt: 

b b 

(1) S = 27t \yj-dx = 27t \(p{x) Vi + [(p'(x)]^dx. 



a a 



Die Berechnung des Inhaltes S heilst j, Komplanation^ der Ober- 
fläche. 

Beispiel. Zur Komplanation der Halbkugel setze man: 

ds 



y = }Jr^ — x\ - = -==, a = 0, b = r 

dx y^2 x^ 

und findet vermöge des Ansatzes (1): 



(2) 



r 

S ^= 2'Jtr \dx = 2nr\ 
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16. Angenäherte Berechnung bestimmter Integrale. 

b 
Hat man ein Integral I q)(x)dx zu berechnen, so wird man zu- 



a 



j. 



nächst versuchen, das unbestimmte Integral | g)(x)dx auszurechnen, 

um alsdann die Regel (4), S. 87, anzuwenden. 

Gelingt dies nicht, so kann man aus den vorstehenden geometri- 
schen Betrachtungen wenigstens einen angenäherten Wert des vor- 
gelegten Integrals berechnen. ' Wir benutzen zu diesem Zwecke die 
Qiuidratur der ebenen Kurven, an welche wir auch ursprünglich (S. 84) 
den Begriff des bestimmten Integrals angeknüpft hatten. 

Die erste der drei folgenden Näherungsregeln gründet sich auf 

eine direkte Wiederholung der Überlegung von S. 84 u. f. 

h 

I. Man teile, wie in Fig. 43, S. 84, das den Wert I (p(x)dx 



a 



repräsentierende Flächen stück durch Parallele zur j^- Achse in n Streifen 

der gleichen Breite h = 

n 

Dabei mögen die zvl x = a, a -]- Ä, a + 2/i,...,b gehörenden 

Ordinaten sich zu: 

(1) I/o = fp(a), Vi = (p(a + h), y^ = fp(a + 2Ä), ..., Vn = 9© 

berechnen. 

Ersetzt man den Inhalt des einzelnen Streifens durch denjenigen 
des in P^ig. 43, S. 84, schraffierten Rechtecks, so erhält inan als erste 
Näherungsformel für den gestichten Integrahvert : . 

b 

(2) . . (p(x)dx = h{yo + yi + y.2 ■\- -• + Vn-i)- 

a 

II. Eine in der Eegel bessere Annäherung an den wahren 
Integralwert gewinnt man, falls man den einzelnen Streifen durch 
das Trapez ersetzt, das die beteiligten Ordinaten yjc und yk-\-i zu 
Gegenseiten hat. 

Dieser Annahme entspringt die zweite Näherungsformel: 

b 



(3) 



. . I (p{x)dX = Ä(l/23/„ + 2/1+^2 + hyn-l + ^iiVn)- 



a 



III. Eine dritte Näherungsformel ergibt sich aus einer eigen- 
tümlichen Verwendung der Parabel. 



Angenäherte Berechnung bestimmter Integrale. 97 

Durch die oberen Endpunkte dreier auf einander folgender Ordi- 
nalen 2^fc, z. B. yQ, «/i, ^2» lälst sich nur eine Parabel mit zur ^- Achse 
paralleler Achse legen. Diese Parabel muls nämlich die Gleichung 
haben y = px^ -[- q^x -\- r; und wenn wir also die zu yjc gehörende 
Abszisse kurz Xjc nennen, so müssen die drei Gleichungen bestehen: 

[i>< + a^o + r = y^, 

\px^^ + qx2 + r = 2^2» 

aus welchen sich die drei Koeffizienten p, q, r eindeutig bestimmen. 

Für gewöhnlich wird nun der zwischen den Endpunkten der 
Ordinalen yo, y^ verlaufende Bogen dieser Parabel sich daselbst der 
Kurve y = (p(x) enger anschlielsen als die unter IL benutzten geraden 
Verbindungslinien der Endpunkte von «/o» Vi^ Vi' 

Ersetzt man demnach bei der oberen Begrenzung der beiden 
ersten Streifen die Kurve y -= (p{x) durch die Parabel , so wird der 
Inhalt dieser Streifen gegeben sein durch: 

ydx = \hp(x^ — x^) + \'2q(x^ — x^) + r(Xi — Xo)j 

Xq 

= Ve (^2 — Xo) [2p{x^ + x^Xo + x^) + 3 g (a?2 + Xq) + 6r]. 

Hier kann man x^ — aj^ = 2Ä und den in der zweiten Klammer 
stehenden Ausdruck auf Grund von (4) gleich {y^ + 4 ^^ -f- i/a) setzen, 
so dafs sich der Inhalt der beiden ersten Streifen angenähert in der 
Gestalt ^/9h(yo + 4^1 + 2^2) darstellt. 

Zur Verwertung dieses Ansatzes mufs n gerade gewählt werden, 
n = 2 m, und man hat die 2 m Streifen zu Paaren zusammenzufassen. 

Man gewinnt so als dritte Näherungsformel: 

h 

\(p(x)dx = ys^[(yo + y2m) + 2(1/2 + ^4 H \-y2m-2) 

a 

+ 4 (t/i + 2/3 + • • • + 2/2m-l)]. 



1 



(5) 



Die hiermit gegebene Vorschrift zur angenäherten Berechnung des 
bestimmten Integrals heilst die y,Simpsonsche Begel^. 



Fricke, Leitfietden. 
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Zweites Kapitel. 

Weiterführung der Theorie der unbestimmten Integrale, 



1. Hilfssätze über algebraische Gleichungen. 



Es sei eine ganze rationale Funktion eines Grades ii ^ 1 gegeben : 

(1) f{x) = «0^;** + OiÄJ"-* + a^x*"-^ +. ••• + ün-ix -f a„, 

wobei der Koeffizient a^ des höchsten Gliedes ^ sein soll. 

Setzt man/(a;) = 0, so gewinnt man eine j^älgehraische Gleichung 
n**" Grades^. Aus der Theorie dieser Gleichungen benutzen wir den 

Fundamentalsatz der Algebra: Die Gleichung f(x) = ö, 
d. i. explizite: 

(2) . . . OqX'^ + aia;»»-^ -f ••• + an-\X -f a„ = 

hesUzt jedenfalls eine y,Lösung^ oder „ Wurzel'^ x = a, für welche 
f(x) = ist. 

Damit dieser Satz allgemein richtig ist, muls man für die Wurzeln 
der Gleichungen auch sogenannte y^komplexe Zahlen^ zulassen. Die- 
selben stellen sich in der „imaginären Einheit^ ? = y — l so dar: 

(3) . . . . a =:= a' -}- a".i = a' + a"V— 1, 

wobei a' und a" Zahlen der bisher allein betrachteten Art, sogenannte 
y^reelle Zahlen'' y sind. 

Wie später gezeigt wird, bleiben für die komplexen Zahlen alle 
auf die reellen- Zahlen bezogenen Rechnungsregeln der elementaren 
Algebra erhalten. Vorab verwerten wir insbesondere den 

Lehrsatz: Eine Gleichung, in welcher irgend welche komplexen 
Zahlen durch rationale Bechnungen (Addition, Subtraktion j Multiplika- 
tion, Division) verbunden erscheinen^ bleibt richtig, falls man alle in ihr 
auftretenden komplexen Zahlen a' + ia" zugleich durch ihre y^kon- 
jugierten'^ Zahlen a' — ia" ersetzt. 

Aus dem Fundament aisatz folgert man leicht, dafs die Gleichung 
(2) nicht nur eine, sondern immer n Wurzeln hol. 

Bei Division der Funktion f(x) durch (x — a) möge nämlich die 
Funktion (n — 1)*®^ Grades f (x) als Quotient und die von x unab- 
hängige Zahl r als Rest eintreten; dann gestattet /(o?) die nachfolgende 
Darstellung : 

f(x) = (x — a) 'fi (x) + r. 

Setzt man x = a, bo folgt = r, und also ist: 

(4) f{x) = {x — a)A{x). 
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Ist n > 1 , 80 wende man dieselbe Betrachtung auf /i (x) an ^) 
und findet /i (x) = (x — b)/2 (x), wo h eine reelle oder komplexe Zahl 
uudf2(x) eine Funktion (n — 2)*®"^ Grades ist. 

Die Wiederholung der gleichen Überlegung für /^ (x) u. s. w. 

liefert den 

j 

Lehrsatz: Die gange FunMionf(x) vom w'*** Grade läfst sich in 
das Produkt von n „Linearfaktoren^ zerlegen: 

(5) . . f(x) =r ao{x — a) (x — b) (a; — c) .,, (x — n), 

und hier sind a, b, c, . . ., n die n „ Wurzeln'' der Gleichung f(x) = 0, 
Die bei der Abtrennung des letzten Linearfaktors (x — n) als 
restierender Faktor auftretende Funktion /„ (x) ist vom nullten Grade, 
d. i. konstant; und zwar ergibt sich als Wert dieser Eonstanten Oq. 

Sind die Wurzeln a, & n teilweise (oder sämtlich) einander 

gleich, so seien a^ hy ,, ,, l die verschiedenen unter ihnen ; und es trete 
(x — ä) in (5) im ganzen a-mal, (x — b) aber /3-mal u. s. w. auf. 

Lehrsatz: Im Falle ^mehrfacher'' Wurzeln hat man die Linear- 
faktorenzerlegung : 

(6) . . f(x) == ao (a — a)« (x — hy (x — c)y ... {x — l^. 
wobei DC -\- /J + y + • • • + k = n ist. 

Fassen wir «o (^ — ^Y • • • (^ — 0^ ^^s Funktion (n — a)*®** Grades 
/i (x) zusammen, so ist /j (a) ^ 0, und es gilt f(x) = (x — ctTfi(x). 
Durch Differentiation dieser Gleichung nach x folgt: 

f'(x) = (x — a)«-i [«/i(x) + (x — a)Mx)l 

wo die in der grolsen Klammer stehende Funktion (n — a)*®° Grades 
für X = a nicht verschwindet. 

Die gewonnene Gleichung liefert den später zu verwendenden 

Lehrsatz: Eine a~ fache Wurzel der Gleichung f(x) = ist 
noch eine (cc — 1)- fache Wurzel der durch Differentiation von f(x) 
entstehenden Gleichung (n — i/«»* Grades f'(x) = 0. 

Ist a = a' -|- ia" eine komplexe Wurzel (a" ^ 0) unserer 
Gleichung, so gilt: 

«0 (a' 4- ia"r + «i (»' + ^* «")**"' + • • • + fln-i («' + ia'') + a« = 0. 
Da die ao, ttj, . . ., a„ reell sind, so ergibt der S. 98 ausgesprochene 
Lehrsatz als gleichfalls richtig: 

ao (a' — ia'Y + a^ (a' — ia^'y-^ -\ + «n-i {a'—ia") -f «„ = 0, 

so dafs mit (a* -\- ia") immer auch die konjugiert konvplexe Zahl 
(a' — ia") der Gleichung genügt. 

^) Jedoch mufs man hierbei noch den Umstand benutzen, dafs der Fun- 
damentalsatz auch bei komplexen Koeffizienten öq» *i> • • •» ^» ^®^ Gleichung 
gilt. Ist nämlich a komplex , so gilt dasselbe von den Koeffizienten der 
Funktion fi{x). 

7* 



V. 
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Nehmen wir a' — ia" als zweite Wurzel b, so folgt: 

f{x) = {{x-ar + d'^yMx). 

Da sich hiemach /j {x) als Quotient bei der Division von f{x) 
durch die reelle Funktion {x — a'y -\- a"^ zweiten Grades erweist, so 
hat/2(a?) wieder reelle Koeffizienten. Man folgert den 

Lehrsatz: lü die komplexe Zahl (a' -\- ia'*) eine a-fache Wurzd 
der Gleichung (2) mit r edlen Koeffizienten, so ist mich (o! — i(J') eine 
a-fache Wurzel derselben. Die beiden zugehörigen Faktoren in (6) 
lassen sich in die a*^ Potenz: 

.(7) {{X- a'y + a"^f 

der Funktion zweiten Grades (x — a^)^ -\- a'*^ mit reellen Koeffizienten 
zusammenziehen, 

2. Fartialbniohzerlegiuig der rationalen Funktionen. 

Eine rationale Funktion R(x) läfst sich nach S. 5 als Quotient 
g(x) :f(x) zweier ganzen Funktionen g(x) uiidf(x) darstellen. 

Ist der Grad n des Nenners f(x) nicht gröfser als der Grad m 
des Zählers g(x)y so dividiere man mit/(a;) in g(x). Es entspringt als 
Quotient eine ganze Funktion G(x) des Grades {m — n) und als Rest 
eine ganze Funktion h(x)^ deren Grad <^ n ist: 

(1) Bix)=G(x) + ^y 

Um die rechts im zweiten Gliede stehende rationale Funktion 
weiter zu entwickeln, zerlegen wir/(a;) in seine Linearfaktoren; dies 
führe auf die Darstellung (6), Nr. 1. Fassen wir hierbei, wie oben» 
«0 (x — by .., (x — ly als Funktion (n — a)*®^ Grades /i (x) zu- 
sammen, so gilt/(a?) = (x — fl)"/i (ic)? und man hat/i(a) ^ 0. 

Nun besteht, was auch Äi für einen konstanten Wert haben mag, 
die identische Gleichung: 

(o\ hM. = ^W _ _ _^i , ^ (^) — ^1 /i ( ^) 

^ ^ f(x) (x - arj\ (x) (x — a)" '^ (x — a)Vi W ' 

wobei die im Zähler des letzten Gliedes stehende ganze Funktion 
h(x) — Äifi (x) einen Grad <C n hat. 

Setzt man für Äi den endlichen Wert h (fi) : /, (a) ein, so hat die 
Gleichung h(x) — Äifi(x) = die Wurzel a und also die Funktion. 
h(x) — Ä2fi(x) den Linearfaktor x — a: 

h (x) — Ä^ fi (x) = (x — a) • hl (x). 

Der Grad der übrig bleibenden ganzen Funktion hi (x) ist 
kleiner als n — 1. 
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Formel (2) liefert sonach für Ai •= h (ä) : fi (a) das Besultat : 



f{x) {x — a)«/i ix) {x — aY {x — ay-^f^ (x) ' 

wobei der Grrad von hi{x) den von (x — «)"""^/i(^) nicht erreicht. 

Hiermit ist eine „Rekursionsformel" gewonnen, welche bei jeder 
Anwendung die Erniedrigung des Grades der jeweils im Nenner 
stehenden Funktion um eine Einheit bewirkt. 

Die wiederholte Anwendung der Formel (3) liefert den 

Lehrsatz: Die rationale Funktion R(x) läfst sich mit Hilfe ge- 
wisser n Konstanten Äi, ..., Lx in der Gestalt darstellen: 

Bi.) --= ew + ^--■^. + _^',-^. + ... + ^ 



(') 



X — a 



~^ (r^ 7l^/3 ' /'/r M/3 — 1 •" •" 



(x — h)^ ' (x — b)^-i ' ' X — h 
+ 

(x — iy "^ (x — 7/-1 "^ '^ X — V 

In Formel (4) ist die sogenannte ^Partialbruchzerlegung*^ der 
rationalen Funktion R{x) geleistet. 

3. Berücksiohtigung komplexer Wurzeln von f{x) = 0. 

Die Partialbruchzerlegung (4) gilt zwar auch dann, wenn unter 
den Wurzeln a, b, . . ., 7 von f(x) = komplexe vorkommen. Will 
man jedoch in diesem Falle komplexe Partialbrüche vermeiden, so ver- 
fährt man wie folgt: 

Ist a ^= a' -jr ia'\ h = a' — ia" ein a-fach auftretendes kom- 
plexes Wurzelpaar, so setze man f{x) = [(x — a'y + a'''^Y'fi(x), 
Dabei ist fi(x) eine ganze Funktion (n — 2a)*®^ Grades mit reellen 
Koeffizienten , und /^ (x) verschwindet weder für x = a' -\- ia" noch 
X = a' + ia", 

Dieserhalb ist h(a' -\- ia") :fi(a' + ia") eine endliche kom^glexe 
Zahl M -\- iN', und wir ziehen aus dem Umstände, dals auch die Koeffi- 
zienten von h(x) reell sind, die Folgerung: 

fi(a' + ia") fi(a' — ia") 

Um nun die Partialbruchzerlegung von h(x) :f(x) mit Umgehung 
komplexer Zahlen anzubahnen, setzen wir an Stelle von (2), Nr. 2 die 
Gleichung: 

(2) M£) ^ _ .Aix+^ _ h(x) — (AiX + B{)Mx) 
^ /W [{x — a'y + a''^]« ^ i(x — a'Y + a''^'^ ix) ' 
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Damit sich im zweiten Quotienten rechter Hand der Faktor 
{x — a')2 -|- a"2 forthebt, haben wir zu fordern, dals die Gleichung 
h{x) — {A^x + Bi)fi {x) = die beiden Wurzeln a' + ia" habe: 

fi{a ±ta ) 

Man findet hieraus für Äi und Bi die endlichen reellen Werte: 

N a' 

(3) . . . . Äi = -,j, Bi = M jj N. 

a a 

Setzt man nun h (x) — (ÄiX-^- B^)/^ {x) = [(;r — a'Y + a"»] . h^ (x), 
so ist hl {x) eine ausschlielslich reelle Koeffizienten aufweisende ganze 
Funktion, deren Grad <C w — 2 ist. 

Aus (2) geht die der Gleichung (3), Nr. 2, entsprechende Re- 
kursionsformel : 



(4) 



h {x) A^x -\- Bi hl (x) 



fix) [(X — a^ + a"'^]" + [(X '— a'Y + a^^J'^-Vi W 
hervor. Die wiederholte Anwendung derselben liefert den 

Lehrsatz: Will man hei der Partialbruchzerlegung einer ratio- 
nälen Funktion den Gebraiich komplexer Zahlen vermeiden, so hat man, 
dem eineeinen a-fach auftretenden Paare komplexer Wurzeln (cl i ial^) 
die a Partiälhrüche entsprechen zu lassen: 



(5) 



AiX + Bi A2X + B2 , 

"21« ' Vr^ ^^2 _L ^"2la— 1 ' ' " 



AaX + Bu 



+ 



[{x — a'Y + a"2] 



4. Fartialbruchzerlegung bei lauter einfachen Wurzeln von 

fix) = 0. 

Hat/(:r) = keine mehrfachen Wurzeln, so gilt der Ansatz: 

(1) . . iM = _A_ + _^_ + ...+ ^ 



fix) X — a X — h X — n 

An Stelle der in Nr. 2 entwickelten Regel zur Bestimmung der 
y^Partialzähler^ A^ B, ,.,, N kann man auch so verfahren : 
Man multipliziere Gleichung (1) mit/(ic): 

(2) . .h{x) = A.-^^''^ + B.-I^''\- + ... + N ^^^^ 



X — a X — h X — n 



und setze x = a ein. Da/(a) = ist, so ergibt eine S. 73 auf- 
gestellte Regel: 

(3) . . . h (a) = A . Um. (-^-^\ =- A - f ia). 



\ 
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Ft£ Statt durch Vermittelung jener Hegel kann man auch aus der 

ek Linearfaktorenzerlegung von /(a?): 

(4) . lim, l — ^ — \ = ao(a — ?>) (öt — c) . . . (a — n) 

ablesen. Dieser Ausdruck von /' (a) zeigt zugleich, dals /' (a) ^ gilt. 
!iti Durch Berechnung vonA aus (3) und entsprechende Bestimmung 

von B, . . ., 1^ ergibt sich der 

Lehrsatz: Hat die Grleichung f(x) = nur einfache Wurzeln^ 
so gilt die Partialbruchzerlegung: 

hix) h(a) h(b) h(n) 



fix) f{a){x — a) ' r{h)(x-l) ^ ' f'{n){x — n) 

Sind a und b wieder konjugiert komplex a' + ici\ so ergibt sich 
aus (4) leicht, dals die Partialzähler A^ B gleichfalls konjugiert kom- 
plex sind. Die beiden zugehörigen Partialbrüche lassen sich dann in 
einen reellen Ausdruck zweiten Grades: 

A' + iA' A' — iA" _ Ä{x — a) — a" A!' 

^^^ X ^ a' — ia" ^ x — a' -{- ia" ~ (x — a'Y + a"^ 

zusammenfassen, was mit Nr. 3 übereinstimmt. 

Aus (5) entspringt die sogenannte j^Lagrangesche Interpolations- 
formel'' : 



(7) 






welche gestattet, eine den Grad 7i nicht erreichende ^rationale ganze 
Funktion h (x) anzugeben, die für n speziell gewählte Argumente a, b, ... 
vorgeschriebene Werte h (a), Ä (?>), ... hat. 

Weits man von einer sonst nicht näher bekannten Funktion nur 
erst , dals sie für die n Argumente a, 5, ... die Werte h (a), h (?>), . . . 
besitzt, so liefert (7) eine angenäherte Darstellung dieser Funktion durch 
eine rationale ganze Funktion möglichst niedrigen Grades, Die zwischen 
den Argumenten a, b, c, . . . eintretenden Funktionswerte können wir als- 
dann durch die korrespondierenden Werte der ganzen Funktion h{x) 
angenähert darstellen. Diesem Umstände entspricht die Benennung 
„ Interpolation sformel '^ . 

5. Integration rationaler DifTerentiale. 

Erklärung: Ist R(x) eine beliebige rationale Funktion von x mit 
redien Koeffizienten^ so nennt man E(x)dx ein „rationales Differential^ . 

Um R(x)dx zu integrieren, tragen wir für B(x) die Zerlegung 
in eine ganze Funktion und eine Summe von Partialbrüchen ein, 
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wobei wir so verfahren woUen , data komplexe Ausdrücke vermieden 
werden. 

Da die Integration der ganzen Funktionen Cr{x) bezw. der Diffe- 
rentiale G(x)dx oben (S. 81) bereits geleistet ist, so reduziert sich 

die Aufgabe der Berechnung von l R(x)dx auf die Auswertung von 

Integralen der folgenden vier Gestalten: 

+ B 



I. f^-. II. f,-^. ni. r-^ 

J X — a J (x — a)" J (x — a' 



)' + a- 



"2 



dx, 



IV. l r,:r^.^^^..^. ä., 



[(X — a'y + a"2]« 

wobei a eine ganze Zahl ^1 ist, während die übrigen Eonstanten 
durchgehen ds endliche reelle Werte haben. 

Für die beiden ersten Integrale finden wir sofort: 

(I) .... --^ = ^og (x — a), 

J X — a 

(II) .... f__^ := l 

^ ^ J (x —ar (« — 1) (x — a)"-i 

Zur Berechnung des dritten Integrales setze man x — a' = a'' z. 
In der neuen Yariabelen e schreibt sich das Integral so: 

Ä f 2£;dz . Aa' -\- B C de 



J 1 +"^-' ^ ~ a'' J l 



2 J 1 -f -8^- a" J 1 + ^' 

Man findet hierfür: 

— Ä'log (l + z^) -\ „ - arctgz + A- loga". 

Das dritte Glied ist als Integrationskonstante hinzugesetzt, um 
den Ausdruck des fraglichen Integrals in o?: 



(III) 



. Aoi ^ B /x — a' 



einfacher zu gestalten. 

Beim Integrale IV führe man die eben schon benutzte Variabele 
z ein und findet ein Integral der Gestalt: 

f CzJ- D ^ C j_dz , j. f dz 

J (i + zr ' J (1 + >r J (1 + ^r' 

Für das erste der beiden rechts stehenden Integrale folgt sofort: 

(1) • • • j(-/'^ ' ' 



+ z^f 2a — 2 (1 +^2)«-i 
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Für das zweite Integral können wir eine Rekursionsformel zur 
Erniedrigung des Exponenten a aufstellen. Es gilt nämlich: 

(2\ [ ^^ - ' 4. f 2 oc — 2^ f - -^'-^^^ 

^ ^ J (1 + ^2)«-i (1 4_ ^2)«-i ^ y ^ J (1 + Z'^Y' 

wie man durch partielle Integration (vergl. S. 83) zeigt; man hat dabei 

- — -j- — _^ zunächst vor das Integral zu setzen. Für das in (2) rechts 

bleibende Integral schreibe man: 

dz 



r z'^dz _ f dz f _ 

J Jx^^f ~ J (1 + z^r-' J (i 



Die Gleichung nimmt alsdann nach einfacher Umgestaltung und 
Division durch (2 a — 2) die Grestalt an : 

^^ J (1 + z^Y 2« — 2 (1 + -^2)«-i ^ 206 - 2 J (1 + ^2)«-i 
Die wiederholte Anwendung dieser Rekursionsformel führt schliefs- 

lich auf I — ; = arctq z. 

} l + z^ ^ 

Somit wird sich das Integral IV, abgesehen von einem Aggregat 
rationaler Funktionen von x durch die Funktion arc tg l ,, — j dar- 
stellen lassen. 

Lehrsatz: Das Integral jedes rationalen Differentials berechnet 
sich als ein Aggregat von elementaren Funktionen, und zwar kommen 
hierbei neben rationalen Funktionen von x nur noch transzendente Fu/nk- 
tionen der folgenden drei Gestalten zur Benutzung: 

(/p ^'\ 
~~äf' — )' 

6. Integration von Differentialen mit der >i*®^ Wurzel aus 

einer linearen Funktion. 

Es seien a, b, c, d endliche reelle Konstanten, für welche nicht 
gerade ad = bc ist, und es sei n eine positive ganze Zahl. 

/ ^ lax I b\ 
Erklärung: Unter B [x, 1/ 1~7/ ^^^^^^^ ^^^ ^^^^ Funk- 
tion, welche durch Ausübung irgend welcher y^rationalen''' Bechnungen 

ax -\- b 
auf X und die n*^ Wurzel aus der linearen Funktion -, — - zu ge- 

cx -\- d 

gewinnen ist. 

Die Integration des zugehörigen Differentials B'dx gelingt durch 
Einführung einer neuen Variabelen y, welche mit x verknüpft ist 
durch : 
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fax 
ex 



(1) . . .y = V _ . ^ , :c — 



Es ergibt sich hierbei: 



(2) 



\' ) ex -^ ä) V— cy"" + a' V 
^^ = — ^ ^^^ ^^» 



so dats sich B-dx in «/ und dy als rationales Differential darstellt. 

Lehrsatz: Das Integral eines Differentials, welches rational in x 
und der w*** Wurzel einer linearen Funktion von x aufbaut, ist: 



transformiert sich vermöge der Substitution (1) auf das Integral eines 
in y rationalen Differentials. Letzteres Integral ist nach den in Nr, 5 
gegebenen Eegeln weiter zu behandeln. 



7. Integration von Differentialen mit der Quadratwurzel aus 

einer ganzen Funktion 2*®" Grades. 

Es seien a, b, c reelle Konstanten, deren letzte nicht verschwindet. 



Erklärung: Unter b(x, "j/a + 2b x + cic^) wird eine Funktion 
von X verstanden, welche durch Ausübung irgetid welcher y^rationalen^ 

Bechnungen auf x und y a -}- 2bx + cx^ gewonnen werden kann.- 

Die unter dem Wurzelzeichen stehende ganze Funktion zweiten 
Grades werde abgekürzt durch: 

(1) g(x) = a -\- 2bx -\- cx^ 

bezeichnet. Wir nehmen an, dals die beiden Wurzeln der Gleichung 
g(x)^= verschieden von einander sind; anderenfalls ist nämlich g(x) 

das Quadrat einer linearen Funktion und also yg(,x) rational. 

Es sind mehrere Fälle zu unterscheiden. 

Sind die Wurzeln der Gleichung g{x) = komplex, so ist die 
Funktion g (x) für alle endlichen (reellen) Werte x entweder nur positiv 
oder nur negativ; denn g{x) ist stetig und kann für keinen (reellen) 
Wert von x durch hindurchgehen. Da g{0) z= a ist, so wird das 
Vorzeichen der Zahl a zugleich dasjenige aller Werte g{x) sein. 

Für den fraglichen Fall ist die Ungleichung b^ t— ac<^0 charak- 
teristisch. Es sind somit a und c nicht-verschwindende Zahlen von 
gleichem Vorzeichen, so dafs das Vorzeichen der Werte g{x) auch mit 
dem von c übereinstimmt. 
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Ist Dun c <^ 0, so ist ^gix) für keinen endlichen Wert x reell; 
dieser Fall kommt hier nicht in Betracht. Falls h^ — ac <^ gilty 

ist c ^ anzunehmen f wobei yg(x) für alle Werte x reell ist. 

Ist b^ — ac "^ 0, so sind die Wurzeln von ^(a?) = reell. Sie 
mögen a und ß heilsen, und es sei ß "^ a. Die Linear faktoren- 
zerlegung von g(x) ist: 

(2) g(x) = c(x -^ a) (x — ß). 

Aus (2) ergibt sich: Ist h^ — ac "^ 0, so ist \g(x) im Intervall 

u ^ X ^ ß reell, falls c <^0 ist; gilt aber c >> ö, so ist yg(x) für 
a? ^ a, sowie für x "^ ß reell. 



Sollen nur solche Werte x zugelassen werden, für welche yg{x) 
reell ist, so gilt der Satz: Ist erstens c ^ 0, so sind entweder alle 
Werte x oder doch diejenigen aufserhälb des endlichen Intervalls ci<i x<iß 
zulässig; ist c <i 0, so hat man b^ — ac "^ zu fordern und x auf 
das Intervall a ^ x ^ ß zu beschränken. 

Die Integration von B\x^ yg(x))'dx leistet man durch Substitu- 
tion einer neuen Variabelen y, welche in den beiden zuletzt unter- 
schiedenen Fällen verschieden erklärt wird. 

I. Für c > setze man: 
(3) . . . y = xfc + V7(7), 2 






b^yic 
Man berechnet weiter: 

yc 1/^ — a 



(5) . . .. 2,/,. = ^^Vc't.r\^.2H-«Vc _ 

(b + j/Vc)' 

Hiernach werden x und ygix) in y rationale Funktionen, und dx 
wird ein in y rationales Differential. Die weitere Entwickelung ge- 
schieht nach den Regeln von Nr. 5. 

II. Für c < (und b^ — ac > 0) setze man: 

ß + «2^2 



\lß — x 



(6) .... 2/ = 1/ z z » ^* =^ 1 _L ^2 ' 

wobei, wie schon bemerkt, x auf das Intervall « ^ ^ ^ /3 ein- 
geschränkt bleibt. Man findet hier: 



(7) 



. < 



Vf/(^) = (/3-«) V-c 



y 



dx = 2{u — ß) -- 



1 + y 
ydy 



(1 + y^Y' 

SO dafs man in y wieder zu einem rationalen Differentiale gelangt. 



108 III> 2. Weiterführung der Integralrechnung. 

Lehrsatz: Ein aus x und der Quadratwurzel aus einer ganzen 
rationalen Funktion S^^^ Grades aufgebautes Integral: 



(8) 



Lb (a;, y« + 2 &ic + cx^) dx 



läfst sich in den beiden für uns in Betracht kommenden Fällen durch 
die Substitutionen (3) bezw, (6) auf das Integral eines in y rationalen 
Differentials reduzieren und ist demnach durch elementare Funktionen 
darstellbar, 

Beispiel. Das Integral: 

d X 






yja 4- 2bx + x^ 
gehört zum Falle L Die Substitution (3) liefert: , 

Es ergibt sich somit: 
(^> [ 7/ . tl — — = log{b + x ^ iä^2bx-^x^). 



8. Normalformen fiir die Integrale mit ^ a -\- 2bx -\- cxK 

Um die beiden Fälle c > und c <C zusammenfassend zu be- 
handeln, schreiben wir: 



i 12 (ic, y a + 2bx± cx^) dx 



und verstehen unter c eine positive Zahl. 

Statt bei der Berechnung des Integrals unmittelbar nach Nr. 7 
zu verfahren, ist es vielfach zweckmälsig, das Integral zuvor auf gewisse 
Normalformen zu reduzieren. Dieses Verfahren setzt sich aus folgenden 
Schritten zusammen: 

I. Man führe eine neue Variabele z durch die folgende Substitu- 
tion ein: 

/,x CO? i [> 

(1) 2 = - 7 > 

yac + 62 

wodurch sich ergibt: 



ic )la+ 2bx + cx^ = yjac 4: 62 yi ± z^, dx = 1^±±^1 ^z, 

c 

Man findet somit : 
(2) j B {x, y« + 2bx ± cx^) dx=[ B^ (^, yi ± z^) dz, 
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wobei rechter Hand B^ eine neue, aus z und y 1 + ^^ vermöge ratio- 
naler Bechnungen zu gewinnende Funktion ist. 

II. Stellt üj eine Summe mehrerer Glieder dar, so integriere man 
jedes Glied einzeln. 

Jedenfalls lälst sich das einzelne Glied in die Gestalt: 



(Ol — — , 

setzen, wobei G^ (z), . .., G4 (z) ganze rationale Funktionen von z sind; 
denn jede höhere als erste Potenz von y 1 Hh ^^ jg^ j^ ^ entweder 

selbst rational oder das Produkt von ^ l :iz z^ und einer rationalen 
Funktion. 

Durch Erweiterung des Ausdrucks (3) mit \G^ — 6ri Vi i ^0 
geht derselbe über in die Gestalt: 

(4) • • 7r-7~{ — -^'i w H 



6^7 W il ±z^ 

wo B2 (z) und Bs (z) zwei neue rationale Funktionen von z sind. 

Bas Integral \ B (x, '^ a -\- 2hx i: cx^j dx läfst sich somit, ab- 
gesehen von Integralen rationaler Differentiale, reduzieren auf eine Summe 
von Integralen der Gestalt: 

(5) CM,{.)d0 

III. Jetzt trage man für B^{z) die Entwickelung in eine ganze 
Funktion, vermehrt um eine Summe von Partialbrüchen, ein und in- 
tegriere die entspringenden Glieder einzeln. 

Das vorgelegte Integral läfst sich auf diese Weise, abgesehen von 
Integralen rationaler Differentiale, reduzieren auf ein Aggregat von 
Integralen der drei folgenden Normalgestalten : 



(6) 



( C z^dz r dz 

J VT±^ ' ] {^ — «)" Vi ± ^^ ' 



J [(^ - «'; 



dz 



y -I- a"2]n Vi ±;^2' 

wobei n in jedem Falle eine positive ganze Zahl oder bedeutet. 

Beispiel. Um das Integral: 

dx 

V « + 2bx — cx^ 

zu berechnen, wendet man die Substitution (1) mit den unteren Zeichen 
an; es findet sich: 
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1 



dx \ ( dz 1 . 

ya + 2hx — cx^ yc J yi — -erä yc 



Man erhält so die Darstellung: 

frr\ f ^^ 1 . / ca; — 6 \ 

(7) • • I , = -p= arc sm ( -; ) • 

Jya + 25a; — cä;2 yc Vy&aip^/ 

9. Partielle Integration bei Differentialen mit '^ l ^ zK 

Bei der Weiterentwickelung der Normalintegrale (6), Nr. 8, kann 
man an Stelle der Regeln von Nr. 7 auch andere Methoden verwenden. 

Als Beispiel betrachten wir das erste Integral (6), Nr. 8, für 
welches man auf Grund der partiellen Integration eine Rekursionsformel 
gewinnen kann. 

Wir schreiben zunächst gemäfs der Formel 3, S. 83: 

, = 4- ^»»-1 - p J- (n — 1) (^»»-2 --z=\ dz, 

\-££^^ = ± gn-l yi 4:^2 qi (w _ 1) Ln-2 ^1 +^2 e?^. 

Erweitert man unter dem letzten Integral mit y 1 i ^^ so folgt: 

Setzt man das letzte Glied nach links hinüber, so ergibt sich eine 
Behursionsformel, welche gestattet, das vorgelegte Integral auf ein eben 
solches mit einem um zwei Einheiten erniedrigten Exponenten n zu re- 
duzieren : 



C _z^dz ^n-i yijb^^ — ^ — i f ^"^ 

J VT± z^ ~ ~ n "^ *^ J V^ 



± ^'' 



Durch wiederholte Anwendung dieser Formel wird man schlielslich 
auf eines der folgenden Integrale geführt: 



(2) 



(3) 



f zdz , ,/ i 



r dz 



(4) I -; — = arcsinz. 



z^ 
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10. Fundamentalsatz über die Integrale algebraischer 

Differentiale. 

Die rationalen und die irrationalen Funktionen bezeichneten wir 
S. 10 zusammenfassend als elementare algebraische Funktionen. Ist 
9? (o?) eine Funktion dieser Art, so nennen wir q)(x)dx. ein y, elemen- 
tares algebraisches Differential'^ . . 

In den vorangehenden Nummern ist die Integration von g? (x) dx 
ixkt folgende drei Fälle durchgeführt: 

I. (p{x) = R{x), 

IIL q){x) = i?(rr, y« +- 2ba; + cx'^\ 

und damit sind mittelbar auch alle diejenigen Fälle behandelt, bei 
denen q) (x) additiv aus mehreren solchen Funktionen aufgebaut ist. 
Es gilt aber folgender fundamentale 

Lehrsatz: Die drei genannten Typen algebraischer Differentiale 
sind die einzigen, bei denen f(x)= I (p(x)dx eine y^elementare^ alge- 
braische oder transzendente Funktion ist. Kommt in qp (x) entweder die 
Quadratwurzel aus einer den zweiten Grad übersteigenden ganzen Funk- 
tion oder aber die hx)here Wurzel aus einer nicht-linearen Funktion vor^ 
so istf(x) im allgemeinen eine der Elementarmathematik nicht bekannte 
j^hohere^ transzendente Funktion, 

Die den Integralen der Gestalt: 

[ B {x, Va + 3ba; + 3cir2 + dx^) dx 

zugehörigen sogenannten ,^elliptischen^ Funktionen bilden die niederste 
Klasse dieser neuen transzendenten Funktionen. 

11. Partielle Integration bei transzendenten Differentialen. 

Ist (p(x) eine transzendente Funktion, so werden wir (p{x)dx als 
ein ^^transzendentes Differential^ bezeichnen. 

Es gibt einige Typen transzendenter Differentiale, bei denen man 
mit Vorteil von der „partiellen Int^egration" Gebrauch machen kann. 

I. Integration der Differentiale sin^^x cos^xdx. 

Formel (3), S. 83, liefert, wenn man cosxdx = dsinx setzt: 

I sin^ X cos^ xdx = cos^~^ x I sin*^ x d sin x 
+ (n — 1) (008*^"^^ X sin X sin^xdsinx) dx, 
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I 



sin^x cos'^xdx = 



cos**"~^a? stn*"+^ 



X 



+ 



w 



m -f- 



— I cos" 



m + 1 



Setzt man im letzten Integral sin^x (1 — cos^x) für sm'^+^rr, 

80 folgt: 

. _ , cos^~^ X sin^^^ X 

stn^x cos^xdx = 






+ 



n 



m -\- 



w + 1 

- I cos'^~^x sin^xdx — 

1 J . m + 



- I cos^ 



X sin^xdx. 



Bringt man hier das letzte Glied rechter Hand nach links, so 
ergibt sich die erste der beiden folgenden Rekursionsformeln : 



(1) 



• • 



1 



sin^x cos'^xdx 



sin^-^^x €OS*^~^X , H — 1 f . o 7 

\- ; — I sm^x cos^~^xdXf 

m + nj 



m -\- n 



(2) 



Jsf 



sin^x cos'^xdx 



• < 



sin^—'^x cos**+^ic 



+ 



m 



I st 
nj 



sin^~^x cos^xdx] 



m -\- n ■ m -\- n 

die zweite Formel beweist man analog. 

Lehrsatz: Das Integral des Differentials sin^x cos**xdXj in 

welchem m und n irgend welche nicht-negative ganze ZaMen sind, läfst 

sich vermöge der Bekursionsformeln (1) und (2) auf eines der vier 
Integrale \ 

\dx-=x, 1 cosxdx = sinx, I sinxdx = — cosx, 



\ 



sinx cosxdx = Va sm^a? 



reduzieren; da^ fragliche Integral ist demnach durch y^dementare^ trans- 
zendente Funktionen darstellbar. 

II. Integration der Differentiale x^e'dx und — dx. 
Die Regel der partiellen Integration ergibt: 

I o;'* ß* cZa; = ic'» I e* da; — n (x""-^ I e* dx) dx, 



(3) 



\x''e^dx=x'^ef^ — n\ x^-'^ ^ dx. 
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Ist n von 1 verschieden, so gilt weiter: 

(4) • • I — dx = — ', - — , H r I -r— T clx, 

Lehrsatz: Bedeutet n eine nicht-negative ganze Zahl, so läfst sich 
Xx^e^dx durch die Behursionsformel (3) schlief slich auf \ e^ dx ^= e^ 

reduzieren; heim Integral \ — dx mit positiver ganzer Zahl n gelangt 

man vermöge (4) schliefslich zum Integral I — dx, welches eine y^höhere^ 
transzendente Funktion darstellt 

I ^ 1 M 

III. Integration der Differentiale x" sinxdx und x~ cosxdx. 
Hier liefert die partielle Integration die Eekursionsformeln: 

• • \ x'^ sinxdx = — x'^cosx + n\ x^~^ cosxdx, 

• • I x'^ cosxdx = x^ sinx — n I x^~^ sinxdx, 
f sin X sinx 1 C cosx 

• J"^^ ^^ — ^ (^_ i)^n--i + .^r^rrj^^^^^' 

C cosx cosx ^ f ^^^ ^ A 

] x^ (n — \)x^-^ n — 1 J 0?"-^ ' 

wobei in den letzten beiden Formeln n ^ l gilt. 

Lehrsatz: Die Integrale I x^ sinxdx und I x*^ cosxdx lassen 

sich^ falls n eine nicht -negative ganze Zahl ist, durch elementare trän- 

I sin X 1 00^ V 

szendente FunJctionen darstellen. Die Integrale — — dx und I — — dx 

mit einer ganzen Zahl n ^ führen dagegen (abgesehen von elemen- 
taren transzendenten Gliedern) auf die ^höheren^ transzendenten Fimk- 



(5) 



(6) 



(7) 



(8) 



C sinx ^ ^ C cosx ^ 
tionen I dx und \ dx, 

J X J X 



7t 

12. Entwickelung von — in ein unendliches Produkt. 

Formel (2), Nr. 11, gestattet eine bemerkenswerte Anwendung auf 
die Entwickelung der Zahl 7t in ein unendliches Produkt. 

Nimmt man in jener Formel die ganze Zahl m ^ 1 und w = 0, 

und integriert man zwischen den Grenzen und — , so folgt: 

Fricke, Leitfaden. Q 
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7t n 

T "2 



I sin^xdx = I shi^~^xdx. 

3 ^ J 



Bei wiederholter Anwendung dieser Rekursionsformel kommt man, 
je nachdem m ungerade oder gerade ist, schlielslich auf das erste oder 
zweite der folgenden Integrale: 



Tl 7t 

~2 ~2 



j sinxdx =1, I da; = — 





Es ergibt sich auf diese Weise: 



7t 

T 



(1) 



f . 2„ .1 , 2 4 6 2n 

J 3 5 7 2n + \ 



7t 

"2 



(2) 



f . 2« ^ :7r 1 3 5 

. I stn^*^xdx = -—•—-. — • -— 

J 2 2 4 6 



2n — 1 
2n 





Da nun im Inneren des ganzen Integrationsintervalls sinx einen 
positiven echten Bruch darstellt, so gilt für Jedes ganzzahlige m ]]> 0: 



7t 7t 

T ~2 



sin^x ;>> sin^'^'^'^x und also sin^xdx > l sin'^'^^xdx, 



wie aus der Bedeutung des bestimmten Integrals (vergl. S. 85) her- 
vorgeht. 

Setzt man in der letzten Ungleichung erst m = 2n — 1 und 
sodann m = 2n, so ergeben sich aus (l) und (2) die Ungleichungen: 

2 4 6 2n — 2 7C 1 3 5 2w — 1 
357 2^—1-^2246 2n ' 

7t 1 3 6 2;i— 1246 2n 



2246 2 71 -^367 2n + l 

oder nach leichter Umrechnung: 

7t ^ 2 2 4 4 6 6 2w — 2 2n 

^ T • "TT • -TT 



2^1 3 3 5 5 7 2n — l 2n — l' 
7t 224466 2n 2n 



2 "^ \ 3 3 5 5 7 2n—\ 2n + l 

Für Um, n = 00 nähern sich die rechten Seiten der beiden letzten 
Ungleichungen der gleicheü Grenze. Es ist also: 
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2 n=oo \1 3 3 5 5 2n — \)' 
was man auch ausdrückt durch den 

7t 

Lehrsatz: Die Zähl ~- läfst sich in das unendliche Produkt ent- 
wickeln : 

^ ^ ' ' ' *2~~l'3*"3'5'5'"7"*y'*' 

13. Integration durch unendliche Beihen. 

Wenn es nicht gelingt, das Integral eines vorgelegten Differentials 
xp{x)dx durch eine der bisher entwickelten Methoden zu berechnen, so 
kann man auf folgende Art eine Reihendarstellung des gesuchten Inte- 
grals gewinnen. 

Die Funktion ^{x) sei in die Potenzreihe: 

(1) . . . ^>(x) = ao + d^x + «2«;* -|- a^x^ + ••• 

entwickelbar, von welcher angenommen werden soll, dafs sie im Inter- 
vall — 9 <^ ^ <i -\- 9 konvergent sei. 

Indem wir die Gleichung (1) mit dx multiplizieren und gliedweise 
integrieren, ergibt sich: 



(2) 



[<p(x)da; = C + a„a; + |a;* + |a;3 + ^«* + ..., 



wo G die Integrationskonstante ist. 

In der Tat kann man zeigen (was jedoch hier nicht ausgeführt 
wird), dafs die in (2) rechts stehende Beihe in demselben Intervall 
— ^ <C ^ <C + ö' conver giert ivie (1), und dafs sie in diesem Intervall 

den Wert von I (p{x)dx darstellt. 

Als Beispiel gelte: 
/«v [sinx ^ ^ , x^ , x'^ x'^ , 

(3) J_.i. = c + x-^r^ + -^^,-^^, + -.. 

eine Reihe, die für alle endlichen x konvergent ist. 

Hier haben wir also ein Mittel, die in (3) links stehende „höhere 
transzendente Funktion" (vergl. den Lehrsatz am Ende von Nr. 11, 
S. 113) angenähert zu berechnen. 



8* 



Vierter Abschnitt. 

Funktionen mehrerer unabhängiger 

Variabelen. 



Erstes Kapitel. 

Differentiation und Integration der Funktionen mehrerer 

unabhängiger Yariabelen. 



1. Die Funktionen zweier unabhängiger Variabelen. 

Es seien x und y zwei von einander unabhängige Veränderliche. 

Erklärung: Ist die Variäbele z derart an die beiden „unab- 
hängigen^ Variabelen x und y gebunden, dafs zu dem einzelnen Werte- 
paar x, y stets ein Wert oder irgend eine Anzahl (0 und oo eingeschlossen) 
von Werten der y^abhängigen^ Variabelen z gehört, so heifst z eine 
yjFunktion^ der beiden unabhängigen Variabelen x und y. 

Auf diese Funktionen zweier Veränderlichen überträgt man alle 
BegriSsbestimmuDgen , Bezeichnungs weisen und Einteilungsprinzipien, 
welche S. 2 S. für die Funktionen einer Variabelen ausgebildet wurden. 

So braucht man ;er z=f(x,y) oder z = g(x^y) u. s. w. als sym- 
bolische Bezeichnungen für Funktionen; man bezeichnet beispielsweise 
z = ax^ -\-bxy — cy^ als eine „rationale ganze", z = sin (6x — 7 y) 
als eine „transzendente Funktion" der Variabelen x und y, man sagt, 
durch xz^ — Szsiny -\- 2 = sei eine Funktion z von x und y 
„implizite" oder „unentwickelt" erklärt u. s. w. 

Zur geometrischen Deutung der Wertepaare der Variabelen x, y 
dienen die Punkte einer Ebene {y^Zählenebene^) , in welcher ein recht- 
winkliges Koordinatensystem zu Grunde gelegt ist; der Punkt der 
Koordinaten x^ y oder, wie wir kurz sagen, der Punkt (oj, y) ist das 
Sinnbi^id des Wertepaares x^ y. 

Um daraufhin eine geometrische Versinnlichung der einzelnen 
Funktion z =f(x,y) zu gewinnen, trage man z als dritte Koordinate 
im Punkte (x^y) auf der Zahlenebene senkrecht auf, verstehe also unter 
X, y, z rechtwinklige Koordinaten im Räume. 
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Wie in der analytischen Geometrie des Baumes gezeigt wird, stellt 
dann die Gleichung z =/(aj,^) eine Fläche dar. 

Lehrsatz: Die hei rechtwinkligen Koordinaten x, y, z durch 
z r=zf(x,y) dargestellte Fläche benutzt man als geometrisches Bild der 
Funktion f(x,y); die in den einzelnen Punkten (x,y) der xy- Ebene 
senkrecht errichteten Koordinaten ^z der Flächenpunkte liefern direkt die 
Funktionswerte /(x^y). 

2. Eindeutigkeit und Stetigkeit der Funktionen f(x,y). 

Bei den Veränderungen der Funktionen /(a?, ^) treten Erscheinungen 
auf, welche den Funktionen f{x) noch fremd sind. 

Als Beispiel betrachten wir erstlich die rationale Funktion: 

(1) ,= ^^y , 

^^ ■ x^ + y^ 

Dieselbe ist für alle endlichen Wertsysteme x, y eindeutig, abgesehen 
vom Wertsysteme x = 0, y = 0, wo die rechte Seite von (l). unter 
der unbestimmten Gestalt J erscheint. 

Gleichwohl erhalten wir einen bestimmten Grenzwert für die Funk- 
tion (1), wenn wir einen geeigneten Weg vorschreiben, a^f welchem der 
Funkt (Xj y) in der xy -Ebene den Nullpunkt erreichen soll. 

Führen wir nämlich in der xy -Ebene Polarkoordinaten r, d" ein, 
indem wir x ^^ rcosd^, y = rsind' setzen, so liefert (1): 

(2) z = sin2d'. 

' Wenn man also, wie in Fig. 51, in der xy-Yhene einen Weg be- 
schreibt, der unter dem Winkel %' gegen die positive o;- Achse im Null- 
punkt einmündet , so erhält man als ^iz. 51. 
Grenzwert der Funktion den eindeutig y-Achse 
bestimmten Wert sin 2 ^, 

Die Funktionswerte z für x ^= 0, 
y z= variieren zwischen — 1 und -\- 1, 
und man kann den Weg des Punktes 
(X, y) so einrichten, dafs ein beliebiger 
Wert des Intervalls — 1 ^ z ^ -\- 1 
als Funktionswert erreicht wird. Man 
sagt, die Funktion (1) werde für x = 0, 
y = „stetig-vieldeutig^. 

Diese Eigentümlichkeit der Funktion (1) kommt an der zugehörigen 
Fläche (Zylindroid) direkt zur Anschauung. Die Gestalt dieser Fläche, 
welche aus lauter horizontalen Geraden aufgebaut erscheint, macht man 
sich auf Grund der Gleichung (2) am leichtesten deutlich. 

Von der Funktion: 

^^ x^ —2x + y^ 
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stelle man fest, dafs sie sowohl für a? = 0, t/ = 0, als für x = V5, 
y = */5 stetig- vieldeutig wird. Es handelt sich hierbei um die beiden 
Schnittpunkte der durch x — 2y = dargestellten Geraden mit dem 
Kreise x^ — 2x -]- y^ ^= des Radius 1 um den Punkt (1,0). 

In allen anderen Punkten der Peripherie dieses Kreises hat man 
;ef = 00: Die Funktion (3) zeigt somit längs dieser ganzen Kreis- 
Peripherie^ abgesehen von den beiden genannten Ausnähmepunkten, y^TJn- 
stetigkeit durch ünendlichwerden^. 

Ebensowohl kann es vorkommen, dafs eine Funktion diese Art 
der Unstetigkeit in ein^m isoliert liegenden Punkte aufweist. Dies 
findet z. B. bei der Funktion: 

(4) z = ^^t:^— 

^ ^ (X — 1)2 + 3(1/ — 2)2 

im Punkte x •= l, y = 2 statt. 

Um nun für die folgenden Betrachtungen eine gesicherte Grund- 
lage zu gewinnen, geben wir die 

Erklärung: Wir betrachten die Funktionen f(x,y) nur für solche 
' Wertsysteme (x, y) der Argumente, für welche sie jeweils y,eindeutig^ be- 
stimmte, y^endliche^ Werte haben, die man im ^^stetigen^ Übergange 
erreicht, von welcher Eichtung man sich auch der Stelle (x,y) in der 
xy- Ebene stetig annähern mag. 

Dies setzt übrigens voraus, dals wir im Falle einer irrationalen 
Funktion bei den etwa auszuziehenden Quadratwurzeln über die Vor- 
zeichen feste Bestimmungen treffen, und dals wir, sofern zyklometrische 
Funktionen auftreten , uns etwa der Haupt werte dieser Funktionen 
bedienen. 

3. Differentiation der Funktionen z = f{x,y), 

Erklärung: Falls man z z= f(x,y) bei konstant gedachtem y 
als Funktion von x allein differenziert, so spricht man von einer y, par- 
tiellen^ Differentiation von f(x,y) nach x und nennt das Ergebnis j^par- 
tielle^ Ableitung (Differential quotient) nach x bezw, y, partielles'^ Diffe- 
rential nach X, Entsprechendes gilt natürlich für das zweite Argument y 
der Funktion f (x, y). 

Die partielle Ableitung von z = f(x,y) nach x wird durch: 

... dz 'df(x,y) 

(') ä^ = -8^-=^^(^'^> 

bezeichnet, das partielle Differential nach x aber durch: 

(2) . . dxZ = dxf(x,y) = fx{x,y)dx ~ ( — ^- — jdx-, 

und entsprechende Bezeichnungen braucht man für die Differentiation 
nach y. 
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So hat man z. B. für die Funktion z ^^ ax"^ + hxy — c^'^: 
— - = 3aa:2 + ot/, -- = öa; — Öc^/*. 

Erklärung: Falls man die beiden Variabelen x und y zugleich 
um die (von einander unabhängigen) Differentiale dx und dy ändert, 
möge die Funktion z = f(x^y) die Änderung dz erfahren. Man nennt 
alsdann dz das zu den beiden Differentialen dx und dy gehörende 
yftotale^ oder y^vollständige^ Differential der Funktion z = f(xy y). 

Entspricht den endlichen Änderungen ^x und ^y die Änderung 
^z der Funktion z =/(aj, j^), so gilt: 

Jz =f{x + /Ix, y + ^y) — f{x,y). 

Biese Gleichung wandele man unter Benutzung der Abkürzung 
y^ ^= y -\- ^ y in folgende um: 

^z =f(x + ^x,yi) —f{x,y^) + f(x,y + ^y) —f(x,y), 

wofür man auch schreiben kann: 

^^ _ f{x+^x,y^)—f(x .y^) ^ ^^ f (x,y'\-Jy)—f{x,y) ^ ^ 

Ax " "'" /iy ' ^' 

Lälst man hier Ax und ^^ in die Differentiale dx und dy über- 
gehen, so folgt für das totale Differential dz: 

dx cy 

Wir nehmen nun an, dals die in Nr. 2 für f(x,y) aufgestellten 
Forderungen der Eindeutigkeit und Stetigkeit auch für die hier und 
weiterhin zu benutzenden abgeleiteten Funktionen von f(x,y) erfüllt 
sind. Dann wird die in der letzten Gleichung auftretende Ableitung 
foci^ty-d für lim. y-^^ = y gleich dem eindeutig bestimmten Funktions- 
werte /^ (^r, t/) = ~~~o<~ — '^®^^» "^^ ™*^ ^^^' 

X 

(3) . . d.^dA.,y) = ''f'-'-^d. + ^^dy. 

cx öy 

Lehrsatz: Das totale Differential dz = df(x^y) der Funktion 
z z=. f(x^y) ist gleich der Summe der beiden zu dx und dy gehörenden 
partiellen Differentiale von z r=f(x, y). 

Für die Funktion z = ax^ -\- bxy — cy'"^ hat man somit: 
dz = (Sax^ + by)dx -f (Jbx — 6cy^)dx. 

4. Differentiation impliziter Funktionen einer Variabelen. 

Ist y durch die Gleichung /(a?, 2/) = implizite als Funktion von 

dt/ 
X gegeben, so war zur Berechnung von — bisher die Auflösung von 

a X 
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/(ic, y) = nach y erforderlich. Letztere Operation läfst sich in 
folgender Art vermeiden. 

Man setze zunächst z = f(x^y) und sehe x und y als unabhängige 
Yariabele an; dann gilt für die den Differentialen dXj dy entsprechende 
Abänderung dz von z: 

ex dy ^ 

Sollen fortan wieder nur solche Wertsysteme a?, y vorkommen, für 
welche z = f(x,y) = gilt, so hängen x und y von einander ab, und 
es sind nur noch solche gleichzeitigen Abänderungen dx, dy von x und 
y zulässig, für welche z konstant gleich bleibt und also dz ver- 
schwindet. Man findet somit: 

df(x,y) 

(1) . .'^J^dx + ^^^dy==0, ^^- ^^ 



dx dy dx '(>f{x,y) 

Lehrsatz: Ist y als Funktion von x ^implizite*^ durch die 
Gleichung f(Xj y) = gegeben , so berechnet man den Differential- 
quotienten — vermöge ^partieller Differentiationen auf Grund der zweiten 

Gleichung (1). 

So findet man z. B. bei 

^ + f 1=0 offenbar ^__^ 
in Übereinstimmung mit (1), S. 44. 



5. Verallgemeinernng auf Funktionen beliebig vieler 

Variabelen. 

Ist die Anzahl w der vorliegenden unabhängigen Variabelen > 2, 
so bezeichnet man letztere zweckmäfsig durch Xi, x^j ..., Xn. 

Begriff und Einteilung der Funktionen /(x^ X2, ..., Xn) dieser 
n Variabelen wird man von den oben behandelten Fällen n = 1 und 
n = 2 aus sofort für beliebiges n verallgemeinern. 

Betreffs der Eindeutigkeit und Stetigkeit der fraglichen Funktionen 
f(Xij ..., Xn) wird man entsprechende Forderungen aufstellen, wie wir 
sie S. 118 im Falle n = 2 ausführlich besprachen. 

Von einer geometrischen Deutung der Funktionen müssen wir für 
n ^ 2 absehen. 

Differenziert man die Funktion y = f(xi, x.j, ..., Xn) bei konstant 
gedachten (n — 1) Variabelen x^ ..., Xk—u %-i-i» •••? ^n als Funktion 
von X]c allein, so gewinnt man die yjpariielle Ableitung^ bezw. das 
yj partielle Differential'' nach xj^: 
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(^) • • • ä^,- d^^ -A,(^I,^2 ^n), 

X]c 

Ändert man gleichzeitig die n Argumente um die n von einander 
unabhängig zu denkenden Differentiale dxi^ dx^, ..., dxm so heilst die 
entsprechende Änderung dy = df{x^, ..., x^) der Funktion das zu 
dxi^ ..., dxn gehörende ,jiot(üe Differential^, 

Für dieses totale Differential gilt der 

Lehrsatz: Das zu dx^y ..., dXn gehörende totale Differential dy 
ist gleich der Summe aller n partiellen Differentiale von y =f(xif , . ., Xn)f 
welche zu dx^, ..., dx^ einzeln genommen^ gehören: 

(3) dy = d/(xi, ,.,, x„) = ^—dxi + ^- dx2 + ••• + ^— dXn* 

X^ X2 Xfi 

Der Beweis ergibt sich durch Verallgemeinerung der bei n = 2 
in Nr. 3 befolgten Überlegung. 



6. Differentiation zusammengesetzter Funktionen. 

Setzt man in der betrachteten Funktion y == /(a?i, a?2, ..., Xn) 
die Argumente mit Funktionen einer einzigen Variabelen x: 

(1) . . . X^ = (pi (X), X2 = 9a W. •••» Xn= (Pn(x) 

gleich, so wird dadurch offenbar auch y eine Funktion von x allein. 
Wir sprechen hier, wie in dem S. 10 besprochenen Falle n = 1, von 
einer ^^zusammengesetzten Funktion'^, 

Da die Gleichung (3), Nr. 5, für beliebige dx^^ ..., dXn gilt, so ist 
sie auch für diejenigen Differentiale richtig, welche man auf Grund der 
Gleichungen (1) bei einem Zuwachs von x um dx berechnet: 

(2) dxi^=i \dx=,q)i{x)dx,..,, dxn = (-~\dx =^ (p'n{x)dx. 

Tragen wir diese Ausdrücke in (3), Nr. 5, ein und teilen durch 
dx, so ergibt sich der 

Lehrsatz: Ist y = /(a?!, ..., Xn) und sind Xi = (pi(x)f ..., 
Xn = (pn(x) Funktionen der einen unabhängigen Variabelen x, so ist 
auch y eine Funktion von x allein, und man berechnet die Ableitung von 
y na^h x auf Grund der Formel: 

.QN dy '^y dxi dy dx2 . , dy dxn 

dx dxi dx 6x2 dx dXn dx 

Für n = 1 ergibt sich die Eegel (2), S. 26, wieder. 
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Ist z. B. y ■== x'^i so ergibt sich: 

dx - ''' ""^ dx + ^2 ••^•^^ dx ' 



in Übereinßtimmung mit Formel (1), S. 29. 



7. Die partiellen Ableitungen höherer Ordnung. 

Erklärung: Wenn man die nach Xi genommene 'partielle Ab- 
leitung fx^ der Funktion /(x^, X2, ..., x„) partiell nach x^ differenziert, 
so entspringt die durch: 

zu bezeichnende ^partielle zweite Ableitung^ (Ableitung zweiter Ordnung) 
vonf(xi, ..., Xn) nach Xi und Xh- Entsprechend definiert man die par- 
tielle dritte Ableitung fx^ x^ti w. s. iv. 

Bei einer Funktion z = f(x,y) zweier Variabelen hat man dem- 
nach zunächst die vier partiellen zweiten Ableitungen: 

^^ '^^2-/-- dxdy"-^'''" cy'dx~^'^^' cy^~^'^'' 

Die Forderungen der Eindeutigkeit und Stetigkeit, welche für den 
Fall zweier Variabelen x^ y bei der ursprünglichen Funktion /(x^y) 
oben (S. 118) aufgestellt wurden, sollen in jedem Falle und für alle 
zur Benutzung kommenden Ableitungen gelten. 

Lehrsatz: Das Ergebnis mehrerer nach einander ausgeübter 
Differentiationen nach verschiedenen Argumenten ist von der Beihenfolge 
dieser Differentiationen unabhängig. 

Um z. B. die Identität der beiden Funktionen f^'y und fyx zu 
beweisen, wenden wir auf die gleich näher zu erklärende Funktion F(x) 
den Mittel wertsatz (vergl. S. 58) an: 

(3) . . F(x + h) — F(x) = F'{x^^h) h < '»• < 1. 

Unter F{x) soll aber die Funktion: 

F{x)=f{x,y + -k)—f{x,y) 

verstanden werden , in welcher somit y und Tc vorerst als konstant 
gelten. Man findet: 

f{x -I- A, 2/ + Ä) - /(ic + h,y) -f(x,y + k) + f{x,y) 
= [fx(x + »h,y + k)- f'^{x + #/», y)\ ■ h. 
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Die rechts in der Klammer stehende Funktion von y kann wieder 
nach dem Mittelwert satze umgestaltet werden; so ergibt sich: 

f{x -\rh,y -\-'k) —f{x + h, y) — f{x, y -\- k) -\- f(x, y) 

=^ fxyi^o + '9"Ä, y + %^h) ' hk. 

Nun kann man aber die vorstehende Rechnung auch in der Art 
ausführen, dafs man erst y und dann pc als variabel ansieht; es findet 
sich so auf ganz analogem Wege für die linke Seite der letzten 
Gleichung der Wert: 

Dieserhalb muts die Gleichung bestehen: 

Läfst man hier h und k gleichzeitig bis abnehmen, so folgt, der 
Behauptung entsprechend, fxy ^= fyx- 

So findet man z. B. für z = bx^y'^ — e^^ tatsächlich: 



dx'dy dycx 



= SOxy^ — 3e 



8. Die totalen Differentiale höherer Ordnung. 

Erklärung: SieM man das zu dx und dy gehörige totale Diffe- 
rential dz einer Funktion z =.f(x^y) als Funktion von x und y allein 
an und berechnet von dieser Funktion dz das totale Differential für die- 
selben Differentiale dx und dy der Argumente, so entspringt das zu dx 
und dy gehörende yjtotäle Differential zweiter Ordnung^ d(dz) = d^z. 
Entsprechend definiert man die totalen Differentiale der ,?'***, 4*^** u, s. w. 
Ordnung d^z, d^z, •••. 

Nach dem am Schlüsse von Nr. 3 aufgestellten Lehrsatze gilt: 

d^z ■= d(dz) •= -^ — dx H r — dy. 

dx oy 



Andererseits ist: 



8/ ^ 1^/7 
dz = ^ dx -\r ö— ^i/' 



und da. dz bei konstanten dx, dy als Funktion von x und y aufgefafst 
werden sollte, so folgt: 

d(.de) _ 8V , , 8V ^ d(dz) _ 8V , ,8'/^ 

dx ~ dxi "^^ + d^ "^^' ~dv ~ dxdy "•" dy» ^' 

Unter Benutzung des Lehrsatzes in Nr. 7 ergibt sich somit: 

d^f d^f d^f 

(1) . . d^e = ^dx^ + 2^^dxdy -\- ^^^dy^. 

ox^ oxoy cy^ 

Allgemein gilt der 
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Lehrsatz: Bas zu dx und dy gehörende totale Differential 
n***" Ordnung der Funktion /s z=zf(Xj y) stdtt sich mit Hilfe der S. 31 
erklärten BinomicUkoeffizienten der «**** Potenz in der Gestalt dar: 



(2) 



/n\ 8V 
\1/ öx'^'^cy 



d"^ = 1^ ^^^ + ( : ) .„:,"..„ dx--'dy 



/n\ ^_ dx»-2d«a + ••• + ^dy\ 

^ \2j dx»-^dy^ ^y -r ^ dyn y ' 



Der Beweis wird durch den Schluls der „vollständigen Induktion" 
(vergl. S. 32) geführt. 

Ist die Formel (2) für n richtig, so berechne man: 

• d-+'. = d{d-.) = ^^^'^ dx + ^-^p^ dy, 

cx cy 

wobei man für d^z die rechte Seite der Gleichung (2) eintrage. Indem 
man den entspringenden Ausdruck auf Grund der Regel: 



(:)+G:,)=cr) 



zusammenzieht, gewinnt man die für {n -j- 1) statt n gebildete 
Formel (2), so dafs sie auch noch für (h + 1) gilt. Da Formel (2) 
aber in (1) für n = 2 wirklich bewiesen ist, so gilt sie allgemein. 

Die Definition der totalen Differentiale höherer Ordnung einer 
Funktion 2^ = /(iCi, iC2» • • •» ^n) voi* ^ unabhängigen Variabelen rrj, . . ., a;« 
wird man nach Analogie des Falles n = 2 sofort vollziehen. 

Als Beispiel merken wir das totale Differential 2**' Ordnung an: 



(3) 



d*z = d*/(x„ ...,x„) = ^,dxl -^ ■■■ + ^dxl 

C X\ C Xfi 

+ 2^ — ^—dxidx.2 + ••• + 2 ,. dxn-idxn. 



9. Integration zweigliedriger totaler Differentialausdrüoke. 

Erklärung: Sind (p (x, y) und i^ (x^ y) zwei Funktionen der von 
einander unabhängigen Variahden x und y, so l>ezeichn€t man: 

(p(x,y)dx + ^{x,y)dy 

im ÄnscMufs an Nr. 3 stets dann als ein y^totales Differential*^ oder 
einen ^totalen (vollständigen) Differentialausdrvxik^ , falls eine Funktion 
z =f(Xjy) existiert^ für welche: 

(1) . . . dz = df(x,y) = (p(x,y)dx + t(oc,y)dy 

zutrifft. Diese Funktion f (x, y) heifst alsdann ein ^Integral^ des 
Differentials ((pdx -\- tdy). 
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Aus (1) ergibt sich auf Grund von (3), S. 119: 

Durch erneute Differentiation findet man: 

und da die beiden hier rechts stehenden Funktionen einander gleich 
sind (vergl. S. 122), so folgt: 

^ ^ dy. dx ' 

Lehrsatz: Diese Bedingung ist mm nicht nur notwendig^ sondern 
auch hinreichend dafür ^ dafs ((pdx 4- ilfdy) ein vollständiges Diffe- 
rential ist. 

■ 

In der Tat gelingt unter der Bedingung (2) die Angabe eines 
Integrals /(a?,^) auf folgendem Wege: 

Da --- gleich q) {x, y) sein soll, so folgt, wenn man (p bei konstant 

ox 

gedachtem y nach x integriert: 

(3) f{^.y)=\^äx -l %{yy 

An Stelle der „ Integrationskonstanten " ist hier die von y allein 
abhängende Funktion %{y) zu setzen, da von derselben nur Unab- 
hängigkeit von der „Integrationsvariabelen^ x, aber nicht von y zu 
fordern ist. 

Es fragt sich nun, ob man x{y) so bestimmen kann, dafs die 
durch (3) gegebene Funktion f{x, y) das gewünschte Integral ist. Hierzu 

ist hinreichend und notwendig, dafs tt- mit der gegebenen Funktion 

' i/^(a:,t/) identisch ist: 

Damit die letzte Gleichung möglich ist, muls auf ihrer rechten 
Seite eine Funktion von y allein stehen. Dies ist in der Tat der 
Fall; denn die Ableitung nach x des auf der rechten Seite der letzten 
Gleichung stehenden Ausdrucks verschwindet zufolge (2): 

ox cycxj ex cy \cx j / ox oy 

jdie rechte Seite der letzten Gleichung (4) erweist sich somit als von x 
unabhängig. 
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Der an %{y) gestellten Bedingung genagt hiemach die Funktion' 

(5) . . . . ;k(2/) = U -- ^ Up^^J^2/ + C^t 

wo C eine von x und y unabhängige Grölse ist. 

Durch Einsetzung dieses Wertes von %{y) in Formel (3) gewinnt 
man als y,Integral des totalen Differentials (cpdx -\- tlfdy)^: 

(6) . . f(x,y) = ^q>dx + ^^t~^^9^dxjdy + a 






x=a 



I 
1 






x=b 



10. Differentiation und Integration eines bestimmten Integrals 

nach einem Parameter. 

Man verstehe unter x^ y^ z rechtwinklige Raumkoordinaten und 
zeichne in der :r^- Ebene das in Fig. 52 scharf umrandete Rechteck, 

p. g„ dessen Seiten durch die vier 

Gleichungen x =^ a und 

y= d X = h^ y = c und y -= d 

dargestellt sind. 

Eine vorgelegte Funktion 
(f (x, y) sei für alle vom In- 
neren und vom Rande des 
fraglichen Rechtecks geliefer- 
y= <^ ten Wertsysteme x, y eindeutig 

und stetig. 
Längs der vier Seiten des Rechtecks denke man Ebenen senkrecht 
zur iT 2/ -Ebene errichtet, welche bis an die durch = (p{x,y) dar- 
gestellte Fläche heranreichen. Durch letztere Fläche, jene vier Ebenen 
und die ici/ -Ebene wird ein Volumen eingegrenzt, dessen Inhalt V be- 
stimmt werden soll. Die Malszahl V soll dabei genau wie bei der 
Quadratur der Kurven (vergl. S. 90) positiv oder negativ gerechnet 
werden, je nachdem das betreffende Raumstück oberhalb oder unter- 
halb der a; 2/- Ebene liegt i). 

Zur Bestimmung von V zerlege man das Rechteck durch zwei 
Systeme von Geraden, die zur a;- Achse bezw. «/-Achse parallel laufen, in 
unendlich kleine Rechtecke. Das einzelne dieser Rechtecke, dessen 
Flächeninhalt (vergl. Fig. 52) gleich dxdy ist, liefert für das Volumen V 
ein Prisma vom Rauminhalt z*dxdy. 

Man lege nun zunächst bei konstantem x und dx alle unendlich 
kleinen Rechtecke an einander, die den in Fig. 52 schraffierten 
Streifen erfüllen. Letzterer liefert vom Volumen V eine Scheibe des 
Inhaltes : 



*) Vergl. die Entwickelungen des übernächsten Kapitels (S. 148 u. f.) 



über „Kubatur der Volumina". 
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ä d 



(\g;dy\dx = \ \(p(x,y)dy\dx, 



c c 

wobei für konstantes x in Bezug auf y zu integrieren ist. 

Indem wir den aus zumessenden Baum aus unendlich vielen Scheiben 
dieser Art aufbauen, ergibt sich: 

6 d 

(1) F= [[[()p(a;,2/)^2/]^a?. 

a c 

Man kann jedoch auch so verfahren, dals man den in Fig. 52 
nicht schraffierten, zur o;- Achse parallel laufenden Streifen zunächst 
aus unendlich kleinen Bechtecken aufbaut u. s. w. Für V ergibt sich 
dann: 

d b 

(2) F= frU(^.2/)^^1^2/, 

c a 

wobei für die innere Integration y als konstant gilt. 

Durch Gleichsetzung der beiden für V erhaltenen Werte folgt : 

d b b d 

(3) . • . U)(a;,2/)(^a;U^ = 9?(a;,i/)d2/U 

c a a c 

Unter Aufgabe der bisherigen geometrischen Deutung von x und y 
wechseln wir die Bezeichnung, indem wir p statt y schreiben, und 
nennen alsdann p einen in der Funktion q) enthaltenen sogenannten 
^^unbestimmten oder variahelen Parameter'', 

An Stelle der unteren Integralgrenze c setzen wir die Konstante 
Pq, während die obere Grenze d = p als unbestimmt oder variabel gelte. 

Die Formel (3) lautet nun: 

p b b p 

(4) . . • (p(x,p)dx \dp = \\ I (p(Xjp)dp I dx 

Po a a Po 

und liefert den 

Lehrsatz: Ist q) eine Funktion von x mit dem Parameter p^^ so 
ist das zwischen den konstanten Grenzen a und b genommene Integral 
des Differentials (pdx eine Funktion von p allein. Um letztere nach p 
zwischen den Grenzen Pq und p zu integrieren , ist es erlaubt , die Inte- 
gration nach p unter dem auf x bezogenen Integralzeichen an (p(Xjp) zu 
vollziehen. 



X 



Aus (3), S. 86, folgt, dafs die Ableitung des Integrals 1 q)(x) dx 

a 

mit variabeler Grenze x nach diesem x gleich (f (x) ist. 



n 
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Durch Differentiation nach p folgt somit aus (4) : 



b V h 



p o 

(5) • • • ^ P^ ^^' ^^^^ \dx = \ (fix, p) dx. 



p 



Nun schreibe man wegen der yariabelen oberen Grenze p: 

p 
(p(x,p)dp = t(x,p) 

Po 

und findet durch Differentiation nach p hieraus : 

Ersetzt man in (5) rechts und links (f durch i(^, so folgt: 

(6) • • . . ^\n^,,)ä.Jl'-^^ä. 

a a 

Lehrsatz: Um ein bestimmtes Integral nach einem unter dem 
Integral/seichen vorkommenden Parameter p zu differenzieren, ist es er- 
laubt, die Differentiation unter dem Integralzeichen, d, h, zuerst (vor der 
Integration) auszuführen. 

Natürlich gelten betreffs der Eindeutigkeit und Stetigkeit der 
benutzten Funktionen innerhalb der Integrationsintervalle die am An- 
fang dieser Nummer gestellten Forderungen. 

Beispiel. Durch zweimalige partielle Integration ergibt sich: 



1 



«-, . 7 psinx -\- cosx 

e-P"" srnxdx = — r-^« — -c"^*. 

1 + p2 



Ist J? > 0, so ist es nach S. 87 erlaubt, die Integration von x = 
bis X = 00 auszudehnen, da die rechte Seite für lim. x -= cc wegen 
des Exponentialfaktors der Grenze zustrebt: 

00 

r . . 1 

1 e~t"' sm xdx = -,• 



Durch Integration nach p folgt für Po ^ und p r> 0: 

CD p p 

Ke'P^dp] sin xdx = — f- ., 
J / J 1 + P' 

Po Po 

oc 

r ß— Po« — e~^^ 
sin xdx = arctgp — arctgpo, 



wo rechts der „Hauptwert" der Funktion arctg gemeint ist. 
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Man kann zeigen, da£s diese Gleichung richtig bleibt, wenn man 
Po bis abnehmen und p bis oo wachsen lälst ; dabei ergibt sich : 



OD 



C sinx ^ 7t 



Zweites Kapitel. 



Der Taylor sehe Lehrsatz und die Theorie der Maxima 

und Minima. 



1. Der Taylor sehe Lehrsatz für Funktionen mehrerer 

Variabelen. 

Es sei f(UfV) eine Funktion der beiden Variabelen w, v, welche 
für alle in Betracht kommenden Wertsysteme u, v, eindeutig und stetig 
ist. Dasselbe gelte von den Ableitungen dieser Funktion, soweit die- 
selben weiterhin zur Benutzung kommen. 

Das totale Differential w*®' Ordnung von f(u,v) ist (vergl. S. 124): 

-^ 8 ZI" \1/ ^v^-^dv • bV^ 

Die zunächst willkürlich zu wählenden du^ dv sollen jetzt die zu 
di gehörenden Differentiale der Funktionen u = x -{- ht, v = y -]- kt 
sein, welche letztere man bei konstanten x, y, Ä, h in Abhängigkeit 
von t betrachte. 

Da sich hier du = h dt, dv = k dt berechnet, so gilt: 

wobei links /als Funktion von t allein gilt, während rechter Hand/ 
als Funktion von u und v partiell zu differenzieren ist. 

Um die rechte Seite von (1) weiter umzugestalten, betrachte man 
allein x als variabel und differenziere / partiell in Bezug auf x nach 
der Regel für die zusammengesetzten Funktionen; es folgt: 

8/ ^ c/ a^ ^ 8/ ^^.^ du ^ ^ 

dx du dx du^ 'dx 

ist und V von x unabhängig ist. 

Durch wiederholte Differentiation folgt allgemein: 

8"/(^> ^) ^ 8V(^,^ ) 

Fr icke, Leitfaden. 9 
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Die Gleichung (1) nimmt daraufhin folgende Gestalt an: 

dt" ~~ dx" ^\lj'dx''-^dy ^ ^ dr 

In dieser für jeden Wert der Variabelen t geltenden Gleichung 
nehme man < = 0, wobei u = x und v =: y wird: 

eine Gleichung, auf deren linker Seite erst nach Ausführung der 
n- maligen Differentiation von f{u, v) in Bezug auf t für t der Wert 
einzutragen ist. 

Nun gilt andererseits für f(Uf v) als Funktion von t nach dem 
Mac Laurinschen Lehrsatze (yergl. S. 61): 

Für das Restglied Bn findet man nach der Formel I, S. 61 : 

WO 0" eine dem Intervall <^ O* <[ 1 angehörende Zahl ist. 

Jetzt ersetze man die einzelnen Klammerausdrücke rechter Hand 
in der letzten Gleichung für /(u, v) durch ihre in (2) berechneten 
Werte, trage aber sodann ^ = 1 ein. 

Es entspricht so der 

Taylorsche Lehrsatz: Erfüllt die Funktion f die anfangs ge- 
nannten Bedingungen y so gestattä der Wert f(x + h y '\- k) folgende 
Entwickelung : 



(3) 



\ cx öy / 

^(n-l)!L dx—^ ^ ^\ 1 )dx—^dy^ ^^ 

d^^^ix^y) 1 



Dabei geht Bn aus der rechten Seite der Formel (2) hervor ^ falls 
man in den fertig berechneten partiellen w**** Ableitungen die Argumente 
X, y durch x -\- %'hj y -\- %'k ersetzt 

Die Übertragung der vorstehenden Entwickelung auf den Fall 
einer Funktion von mehr als zwei Variabelen vollzieht sich ohne 
Schwierigkeit. Als Beispiel merken wir an: 



(4) 
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f{Xi + Äi, «2 + Äj, . . ., a;„ + Ä„) = fipotn . . ., Xn) 



Hier gelten überall da, wo die Funktion / ohne Argumente ge- 
schrieben ist, Xi, . . ., Xn als solche. 

2. XJntersucliung einer Funktion f(x, y) in der Umgebung 

einer Stelle {x, y). 

Es sei ein besonderes Wertepaar x, y zweier unabhängiger Va- 
riabelen vorgelegt. Irgend ein Wertepaar aus der ^nächsten ümgebimg^ 
oder kurz der ^Umgebung'^ jenes Paares x, y wird man durch x -\- h, 
y -|- fc bezeichnen, indem man dabei für h und Je die Ungleichungen: 

(1) . . , _S <:h< + d, _d.<fc< + d 

vorschreibt, unter S eine ausreichend kleine, aber von verschiedene 
positive Zahl verstanden. 

In der Zahlenebene entsprechen diesen Wertsystemen x -\- h, y -]-lc 
die Punkte eines kleinen Quadrates mit dem Mittelpunkte (x, y) und 
mit der Seitenlänge 2 8 , wobei die Seiten zu den Koordinatenachsen 
parallel sind^). 

Die Zahl 8 wird man je nach dem beabsichtigten Zwecke kleiner 
oder grölser, aber stets > wählen. 

Wird weiterhin ausgesagt, dafs „in der Umgebung" des Werte- 
paares i», y irgend etwas zutreffe, so ist gemeint, dafs sich eine der- 
artige Umgehung fixieren läfst, von welcher die fragliche Aussage gilt 

Nun sei/(ic, y) eine Funktion, welche samt ihren weiterhin zur 
Verwendung kommenden Ableitungen für die im folgenden gebrauchten 
Wertepaare der Argumente a;, y als eindeutig und stetig vorausgesetzt 
wird. 

Der Funktion 8 wert /(oJ -\- h y -\- Ic) für ein der Umgebung von 
X, y angehörendes Wertepaar x -]- h, y -\- k kann alsdann auf Grund 
des Taylor sehen Lehrsatzes entwickelt werden. Insbesondere finden 
wir, indem wir die Formel (3), Nr. 1, für n = 2 bilden, für die durch 
^ zu bezeichnende Differenz: 

(2) . . . . ^ =:f(x + h,y + k) — fix, y) 
der Funktionswerte /(ic ^ h, y -^^ k) und f{x, y): 



^) Statt eines Quadrates könnte man auch einen Kreis des Eadius d um 
den Punkt (ar, y) als Mittelpunkt für die Definition der „Umgebung" des 
Wertsystems a?, y zu Grunde legen. 

9* 



(6) 
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(3) . . . . ^ =fLh -^ fyh + iia, 

wo die Argumente von f'x und fy x und y sein sollen. 

Irgend ein von o;, y verschiedenes Wertepaar der Argumente 
können wir durch x -\- % y -\- v bezeichnen, wo u und v zwei end- 
liehe, nicht zugleich verschwindende Zahlen sind. In der Zahlenebene 
wolle man jetzt vom Punkte (x -\- u, y -{- v) nach dem Punkte (a?, y) 
eine Gerade ziehen; die Koordinaten der Punkte dieser Geraden sind 
durch : 

(4) . . . X + h = X ~\- ut, y -\- k = y -\- vt 

dargestellt, wenn man hier die Variabele t von 1 bis abnehmen lälst. 

Längs dieser Geraden, d. h. für die Argumente (4), bilde man die 
Differenz /^ und untersuche die Vorzeichen der hierbei eintretenden 
Werte z/. 

Die Gleichung (3) kann man so schreiben: 

(5) J = tifLu ->tfyV + VatPa). 

WO P^ abkürzend gesetzt ist für: 

P2 =fi'x{x-\' ^ut, y + d^vt)u^ + 2fJi'y(x + d'uU y + ^vt)uv 

+ fyy{x + ^ut,y +^vt)vK 

Für lim. t = nähert sich P2 stetig der bestimmten endlichen 
Grenze : 

Um. Pa =fxx(x, y)u^ + 2fxy(x, y)uv -\r fyy{x, y)v\ 

Somit wird lim. {tP^ = sein. Hat demnach /^w + /y^ einen 
von verschiedenen Wert, so wird, wenn man t ausreichend klein 
wählt, die Ungleichung: 

\tPi\<2\f,U ^ fyV\ 

« 

gelten und für die noch kleineren t erfüllt bleiben. 
Dann aber liefert die Gleichung (5) den 

Lehrsatz: Ist für das Zahlenpaar w, v die Summe fxU -\- fyV 
von verschieden y so hat die längs der Geraden von (x -\- u, y ■\- v) 
nach (x, y) zu bildende Differenz /i in der Umgebung des EndpunMes 
(x, y) dasselbe Vorzeichen, wie der Wert fxU + /y v. 

Sollte fxU -\- fyV = sein, so benutze man Formel (3), Nr. 1, 
für n ■= 3. An Stelle von (5) tritt dann: 

(7) . . z/ = '/^tHfi'.u^ + 2fi'yuv ^f^lyv^ + 'UtP,\ 

wo X, y als Argumente von fxxt fi'y, fyy zu denken sind und für Pv. 
eine der Formel (6) entsprechende Darstellung in den partiellen Ab- 
leitungen dritter Ordnung von / gilt. 

Genau wie vorhin gewinnt man nunmehr den 

Lehrsatz: IstfxU+fyV=i 0, während fi'xU^ -I- 2fJ:'yUV +fi'yt^ 
einen von verschiedenen Wert hat, so hat die Differenz z/ längs der 
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Geraden vom Ptmkte (x -\- u, y -\- v) nach (x,y) in der Umgebung des 
Endpunktes (Xj y) dasselbe Vorzeichen wie der Ausdruck: 

Der Weiterführung dieser Betrachtung für den Fall, dafs auch 
noch /Aw* + 2f"yUV ■\- fyyV'^ = zutreffen sollte, steht keine 
Schwierigkeit im Wege. 

3. Die Maxima und Minima einer Funktion f{x, y\ 

Erklärung: Man sagt, die Funktion f(x^ y) werde für das spezielle 
Wertsystem x, y zu einem Maximum (Minimum), falls der zugehörige 
Funktionswert f (Xy y) gröfser (kleiner) als y^alle"" übrigen in der Umgebung 
von Xj y eintretenden Funktionswerte ist. 

Es wird demnach ein Maximum (Minimum) von f(Xy y) an der 
Stelle {x, y) stets und nur dann eintreten, wenn die Differenz: 

^ = f{x + h, y ■\- k) — f(x, y) 

in der Umgebung von (x, y), natürlich von h = 0, k ^= abgesehen, 
überall < (bezw. überall > 0) ist. 

Dieser Forderung kann nicht genügt werden, wenn sich ein 
Zahlenpaar u, v finden läfst, für welches/«!* -\- fyV von verschieden 
ist. Ist nämlich etwa fxU -]- fyV ^ 0, so liefert das neue Paar 
u' = — u, v' = — V sofort /^w' -\- fy^' <I ^• 

Nach dem ersten Lehrsatze in Nr. 2 weist demnach ^ in jeder 
Umgebung von (x, y) sowohl positive als negative Zahlenwerte auf. 

Im Falle eines Maximums oder Minimums bei {x, y) muls dem- 
nach /i^w + /yt^ ixLV jedes Zahlenpaar u, v verschwinden, was als not- 
wendige Bedingungen ergibt: 

(1) . . . . fx{x, y) = 0, fy(x, y) = 0. 

Nun wird nach dem zweiten Lehrsatz in Nr. 2 der Ausdruck: 

(2) fxxU^ + 2fi'yUV + f^yV^ 

sofern er nicht verschwindet, das Vorzeichen von z/ liefern. Indem 
wir die Annahme machen, dafs fxx, f'xyi fyy nicht zugleich verschwinden, 
fassen wir den Ausdruck (2) bei festgehaltener Stelle {x, y) als Funk- 
tion von u und v und schreiben: 

(3) . . . . /i',t*2 ^ 2f^yUV + f^yV^ = F{u, v). 

Es ist zu untersuchen, unter welcher Bedingung die Funktion 
F{u, v) für alle Paare endlicher und nicht zugleich verschwindender 
Zahlen u, v entweder nur < oder nur > ist. 

Der Fall, dafs F(w, v) zwar niemals >> (niemals <C 0) wird, 
aber für gewisse Paare u, v verschwindet, erfordert ebenso, wie der 
schon genannte Fall, dafs die fxx> fxyi fyy zugleich verschwinden, nach 



134 l'V', 2. Taylors Lehrsatz und Theorie der Maxima und Minima. 

der Schlulsbemerkung von Nr. 2 das Eingehen auf die höheren Ab- 
leitungen von /(ä;, y). Wir schlief sen diese Fälle weiterhin aus. 

Man setze nun den Quotienten von u und v gleich X und trage 
u = Xv in (3) ein: 

F = (/i'.Z2 + 2/iV X + f{;y)v\ 

Hat die für X quadratische Gleichung: 

(4) /i',Z2 + 2/ivx+yjv =0 

keine reellen Lösungen, so liegt der Fall vor, dafs F(Uj v) entweder 
nur <^ oder nur > ist , was sich nach dem Vorzeichen von fxx 
entscheidet. Sind die beiden Lösungen von (4) reell und verschieden, 
so hat F teils positive, teils negative "Werte. Sind die Wurzeln von (4) 
einander gleich, so haben wir den ausgeschlossenen Fall, dafs i^ zwar 
niemals > (bezw. niemals < 0) wird, aber doch für gewisse w, v 
verschwindet. 

Die zweite dieser drei Möglichkeiten liegt vor, falls fxx = 0, 
fxy ^ gilt; hier ist eine Lösung X endlich, die andere oo. Gilt 
fli^ = 0, fxy = 0, so sind beide Wurzeln X unendlich , und man hat 
den dritten ausgeschlossenen Fall. 

Lehrsatz: Soll f(x, y) für das Weriepcbar x, y zu einem Maxi- 
mwni oder Minimum werden, so müssen die Gleichungen: 

(5) ?4^ = 0, ?4^=o 

ox oy 

gelten, deren Auflösung nach x, y alle möglicherweise in Betracht 
kommenden Wertepaare x, y liefert. 

Gilt für das einzelne solche Wert&paar x, y: 

so tritt ein Maximum oder Minimum von f(x, y) ein, je nachdem 

T—j <C oder > ist. Gilt dagegen für das fragliche Paar x, y : 

c X 

/ g2y \ 2 g2y ^2f 
^^^ \dxdy) ~dx^'dy^^^' 

so liegt hei diesem Wertepaare x, y weder ein Maximum noch Mini- 
mum vor. 

4. Geometrische Deutung der Maxima und Minima einer 

Funktion f(Xj y). 

Im nächsten Kapitel (S. 143) wird gezeigt, dafs die „Tangential- 
ebene" der durch z =f{x,y) dargestellten Fläche für den Berührungs- 
punkt von den Koordinaten x, y^ z dargestellt ist durch: 
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(1) . . .S-^ = (|-a;)|{ + (.,-t/)|{, 

unter |, i?, £ variabele Koordinaten für die Punkte dieser Ebene ver- 
standen. 

Denkt man die £r- Achse des Koordinatensystems vertikal gerichtet, 
so liefern die Formeln (5), Nr. 3 den 

Lehrsatz: Wird die Funktion z ^= f(x, y) für das Wertepaar 
X, y zu einem Maximum oder Minimum z, so hat die durch z = f(x, y) 
dargestellte Fläche im Funkte Xy y^ z eine y^horizontale^ Tangentialebene 

? = ^. 

Man verstehe nunmehr unter X, T, Z die Koordinaten derjenigen 
Punkte der Fläche, welche in nächster Nähe des in Rede stehenden 
Berührungspunktes Xj y, z liegen. Dann hat man zu setzen: 

(2) . , X = X -^ dx, Y = y + dy, Z = z + dz, 
und es sind hierbei dXj dy, dz an einander gebunden durch: 

dz =f(x + dx, y + dy) — f(x, y). 

Da. fx = 0, fy ^= gilt, so muls man zur Berechnung dieses 
totalen Differentials dz für/(aj -{- dx, y + dy) die Taylor sehe Ent- 
wickelung eintragen. Die niedersten, nicht ausfallenden Glieder sind 
dann diejenigen der zweiten Ordnung, und man findet: 

(3) . . . .dz=f^xdx^ + 2f;iydxdy +f;;ydy\ 

Schneidet man die Fläche mit einer zur Tangentialebene parallelen 
und ihr unendlich nahe gelegenen Ebene, so entspringt dabei eine 
Schnittkurve, die man als die j^Indicatrix^ des Berührungspunktes 
Xj y, z bezeichnet. 

Die Gestalt der Indicatrix in nächster Nähe des Berührungspunktes 
bestimmt man aus (3), indem man daselbst dz = £ konstant denkt 
und für dx^ dy nach (2) die Differenzen (X — 3c\ {Y — y) einträgt. 
X und Y sind dabei die variabelen Koordinaten. Es ergibt sich : 

(4) füx . {X — xY + 2Ä • (X - o;) ( Y - 2/) + fyy ' (Y- y)^ = £, 

eine Gleichung, die eine Ellipse ^)^ Hyperbel oder Parabel darstellt, je 
nachdem : 

(5) . . . m - f^xfyy < 0, > oder = ist. 

In völlig analoger Weise kann man auf der Fläche z = /(o?, y) 
für jeden anderen Punkt, in dem eine eindeutig bestimmte Tangential- 
ebene vorliegt, die Indicatrix erklären 2). Hieran schliefst sich die 



*) Sofern man das Vorzeichen von dz =z e richtig wählt. 

') Um von vorstehenden Bechnungen direkt Gebrauch machen zu 
können, hat man im einzelnen Falle ein neues Koordinatensystem einzu- 
führen, dessen o?^- Ebene der Tangentialebene parallel läuft. 
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Erklärung: Der einzelne Punkt der Fläche wird als ein y,ellip- 
tischer^, „hyperbolischer^ oder y^pardbolischer^ (Punkt elliptischer u,s,w, 
Krümmung) hezeichnety je nachdem seine Indicatrix dicht am Berührungs- 
punkte die Gestalt einer Ellipse hezw, Hyperbel oder Parabel hat. 

Alle Punkte eines Eilipsoids sind elliptische Punkte, und alle 
Punkte eines einschaligen Hyperboloids sind Punkte hyperbolischer 
(oder sattelförmiger) Krümmung. 

Die geometrische Deutung der Entwickelung in Nr. 3 läuft nun 
einfach hinaus auf folgenden 

Lehrsatz: Im Falle eines Maximums oder Minimums^ d,h. wenn 
(6) Nr, 3 gilt, liegt ein y^elliptischer^ Punkt der Fläche vor; gilt indes 
die Ungleichung (7)^ welche weder Maximum noch Minimum zur Folge 
hat, so handelt es sich um einen Punkt „hyperbolischer'^ Krümmung. 

Auch die direkte Anschauung lehrt, dals zwar ein elliptischer, 
aber kein hyperbolischer Punkt mit horizontaler Tangentialebene den 
Charakter eines „höchsten" oder „tiefsten" Punktes der Fläche hat. 

5. Die Maxima und Minima einer Funktion von mehr als 

zwei Variabelen. 

Es seien Xu x.^, . . ., Xn von einander unabhängige Variabelen. 

Erklärung: Unter der „Umgebung^ des speziellen Wertsystems 
Xi, X2, ..., Xn versteht man alle etwa durch Xi -\- hi, X2 -\- h2, '-.•, 
Xn + hn ZU bezeichnenden Wertsysteme, bei denen- die sämtlichen Be- 
träge h]c der Ungleichung: 

(1) —S<hk< + ö 

genügen; hierbei ist d in demselben Sinne wie in Nr. J9 gebraucht. 

Es sei f{Xi, X21 ..., Xn) eine Funktion der n Variabelen, welche 
für alle in Betracht kommenden Wertsysteme der Argumente samt 
ihren höheren Ableitungen, soweit diese gebraucht werden, eindeutig 
und stetig ist. 

Erklärung: Man sagt, die Funktion f(x^y X2, ..., Xn) werde für 
das spezielle System Xi, X2, , . ., Xn zu einem Maximum (Minimum), falls 
der Wert der Funktion für das System Xi, X2, . . ., Xn gröfser (kleiner) 
als für y^alle^ übrigen Wertsysteme in der Umgebung von Xi,x^,...,x„ ist. 

Im Falle eines Maximums (Minimums) wird somit die Differenz: 

(2) Z/ = f(Xi + hu X2 -\- h^ ..., Xn + hn) —f(Xi, X^, . . ., Xn) 

für alle in Übereinstimmung mit (1) gewählten Wertsysteme hi, . . ., hn 

aulser hi = h^ ==•••= hn = kleiner (gröfser) als sein müssen. 

Die rechte Seite der Gleichung (2) entwickele man nun auf Grund 

des Taylor sehen Lehrsatzes. Die Untersuchungen von Nr. 2 über 
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die Vorzeichen der Werte von z/ gelten, wie man sich leicht über- 
zeugt, ohne weiteres auch für Funktionen f(Xi, ..., Xn) beliebig vieler 
Variabelen. 

Die Wiederholung der Überlegungen von Nr. 3 liefert nunmehr 
(unter Ausschlufs von Ausnahmefällen, welche ein Eingehen auf höhere 
Ableitungen nötig machen) den 

Lehrsatz: Soll die Funktion /{x^, . . ., ojn) för x^ . . ., Xn zu einem 
Maximum oder Minimum werden, so müssen die n Gleichungen gelten: 

(3> • • • * B^ — ^' d^ " ' * • ' ' ä^ ~" ^' 

deren Auflösung nach Xi, ..., Xn somit die hier möglicherweise in Be- 
tracht kommenden Wertsysteme a?i, ..., Xn kennen lehrt. Es wird dann 
ein Maximum (Minimum) vorliegen, wenn: 

für alle Systeme endlicher, nicht zugleich verschwindender, u^, ..., w« 

beständig <1 (7> 0) ist. Dagegen hai man weder ein Maximum 

noch ein Minimum, wenn der Ausdruck (4) sowohl ^ als <i 
werden kann. 

Wir wählen als Beispiel den Fall «^ = 3 , wo wir für die Quo- 
tienten der t^i, u^^ % folgende Bezeichnungen brauchen: 

!li = X, ^ = r. 

Der Ausdruck (4) geht, abgesehen von dem niemals negativen 
Faktor m|, über in: 

(5) f^,^x^ + 2/;;.,xr + /;;.,r^ + 2/^;,, x + 2f;;^,,Y + f^,,,. 

Denken wir jetzt X, Y als rechtwinkelige Koordinaten in einer 
Ebene, so entspringt durch Nullsetzen des Ausdrucks (5) eine Kurve 
zweiten Grades. 

Hat letztere keinen reellen Punkt in der XY -Ebene, so liegt ein 
Maximum oder Minimum vor; hat man aber hier mit einem reellen 
Kegelschnitt zu tun, so tritt weder Maximum noch Minimum ein. 

Die analytische Geometrie liefert die Mittel, den Ausdruck (5) in 
dieser Hinsicht näher zu untersuchen. 



6. Maxima und Minima bei Angabe der Nebenbedingungen. 

Es sei eine Funktion f{x, y, z, t) der vier Variabelen x, y^ z, t 
gegeben. Letztere sollen nicht unabhängig, von einander sein; viel- 
mehr mögen die beiden Relationen bestehen: 

(1) . . . qp {x, y, z, = 0, rl) {x, y, z, t) = 0. 
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Die Aufgabe , die Maxima und Minima der Funktion / unter 
diesen Bedingungen zu bestimmen, erledigen wir nur insoweit, da£s 
wir die nun an Stelle von (3), Nr. 5, tretenden Gleichungen ansetzen. 

Man kann z und t aus (1) als Funktionen von x und y berechnen 
und in /(o?, y, z, t) eingetragen denken. Letztere Funktion wird als- 
dann eine solche der beiden unabhängigen Variabelen x und y\ und 
also haben wir das Verschwinden der beiden Ableitungen dieser Funk- 
tion nach X und y zu fordern. 

Bei Berechnung der Ableitung nach x hat man zu beachten, dals 
X erstlich als erstes Argument in f{x, y, z, t\ dann aber auch noch als 
Argument in z und t enthalten ist. 

Die Berechnung der beiden gleich zu setzenden Ableitungen ist 
somit nach dem Lehrsatze S. 121, Nr. 6 zu leisten: 



(2) 



dx dz dx dt dx 

df , dfdz ,dfdt 

»T" ÖT TT ~r öT OTT — ^• 



dy dz dy dt dy 

Da die in (1) links stehenden Funktionen (p , if für alle Ver- 
änderungen der unabhängigen Variabelen konstant gleich sind, so 
folgt z. B. für partielle Abänderung von x: 

dx dz dx dt dx 

d^' _^ dt dz ,ö^^^ ^ 

dx ' dz dx dt dx 

Diese Gleichungen multipliziere man mit zwei sogleich zu be- 
stimmenden Faktoren A und fi und addiere sie darauf zur ersten 
Gleichung (2). Indem man für y analog verfährt, ergeben sich die 
beiden Gleichungen: 

\dy ^^bi^^Ty)^Wz^Tz^^Tz)zi 

An zweiter und dritter Stelle stehen in diesen beiden Gleichungen 
dieselben Elammerausdrücke. Wir können über X und ^ so verfugen, 
dals diese beiden Ausdrücke verschwinden, worauf sich die beiden 
letzten Gleichungen je auf ihre ersten Klammern reduzieren. 

So entspringt das symmetrisch gebaute Gleichungssystem: 



(3) 



Maxim a und Minima bei Nebenbedingungen. 139 

dy dy "^ dy 

CJS OZ XiZ 

Zu diesem Gleichungssystem kann man auch so gelangen: 
Man stelle aus /(a?, y^ z, t) und den in (I) links stehenden Funk- 
tionen die neue Funktion: 

(4) F{x, y, z, t) =f(x, y, z, t) + lq>(x, y, z, t) + ^il>{x, y, z, t) 

her und sehe in ihr x, y, z^ t als unabhängige Variabele, A und /tt aber 
als Konstcmte an. 

Die Gleichungen (3) schreiben sich dann so: 

ox dy dz dt 

Dies sind aber die Bedingungen (3), Nr. 5, für die Maxima und 
Minima der so gedachten Funktion F. 

Durch Auflösung der Gleichungen (5) erhält man allerdings die 
gewünschten Wertsysteme oj, y, z, t noch nicht endgültig; vielmehr 
ergeben sich für die Xj y^ z, t erst Ausdrücke in l und fi. Indem man 
aber diese Ausdrücke in (1) einträgt, entstehen zwei Gleichungen zur 
Berechnung der richtigen Wertsysteme A, ft. 

Die vorstehende Betrachtung überträgt man leicht auf den Fall 
einer Funktion /(äJi, ..., Xm-\ n) von (m -|- n) Variabelen x^, . . ., Xm-\-m 
zwischen denen m Relationen: 

(6) . . (Pi(Xiy ..., Xm + n) = 0, ..., (Pmi^v "j ^m ^ n) = 

vorgeschrieben sind. 

Lehrsatz; Sollen die Maxima und Minima einer Fwnktion 
f(xi, ..., Xn^m) bei Angabe der Nebenbedingungen (6) gefunden werden, 
so sehe man einstweilen von diesen Edationen ab und bilde den Ansatz 
zur Bestimmung der Maxima und Minima der Funktion: 

unter Annahme ^konstanter Multiplikatoren^ A^ und ,^unäbhängiger^ 
a?i, . . ., x„^m. Der gewünschte Ansatz ist nach (3), Nr. 5: 

dF dF dF 

CXi ÖX2 OXn^m 

Die Auflösung dieser Gleichungen liefert die gesuchten Systeme 
Xi, ..., Xn + m, dargestellt in den Gröfsen Aj, ..., A^. Durch Eintragung 
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der betreffenden Ausdrücke der x^y ..., Xm-\-n ^vi die Belationen (6) ent- 
springen m Gleichungen für Aj, ..., A^, durch deren Auflösung man die 
richtigen Wertsysteme der A^, ..., kni gewinnt. 



Drittes Kapitel. 

Geometrische Anwendungen der Funktionen mehrerer 

Yariahelen. 



1. Die Tangenten und Normalen einer ebenen Kurve. 

Der Taylor sehe Leht*satz (S. 130) liefert ein neues Mittel zur Auf- 
stellung der Gleichungen der Tangente und Normale einer ebenen Kurve 
C einem ihrer Punkte P (vergl. S. 40). 

Die Kurve C sei gegeben durch /(rc, y) = 0, und es handle sich 
um Darstellung der Tangente und Normale im Punkte P der Koor- 
dinaten Xy y auf C. 

Ein unendlich nahe bei (x, y) gelegener Punkt habe die Koordi- 
naten ^ = X -\- h, fj = y -{- Je. Dann liefert, da f(x, y) = ist, 
der Taylor sehe Lehrsatz: 

(1) . • . .Alv) = ^-^h + ^-^^k, 

öx oy 

vorausgesetzt , dafs die beiden rechts stehenden Ableitungen von f(x, y) 
für die Stelle (x, y) nicht zugleich verschwinden. Man kann nämlich 
bei Gültigkeit dieser Voraussetzung das Restglied i?2 ^^^ unendlich 
klein von 2*®' Ordnung neben dem unendlich kleinen Betrage erster 
Ordnung auf der rechten Seite von (1) vernachlässigen (vergl. S. 34). 
Soll demnach der Punkt |, rj auf der Tangente im Punkte P 
und also auf der Kurve unendlich nahe beiP liegen, so ist/(§, 9^) = 
oder, falls man h = ^ — x und Je = r^ — y einsetzt: 

W ■ ■ ?^ (I -.) + ?^-'> (,-,,) = 0. 

Lehrsatz: Durch Gleichung (2) ist in variabel en Koordinaten 
I, rj die Tangente der Kurve C im PunJde (x, y) dargestellt; für die 
zugehörige Normale ergibt sich daraufhin leicht die Gleichung: 
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Auf Grund der S. 120 für die Differentiation einer impliziten 
Funktion y von x aufgestellten Regel leitet man aus den Gleichungen (2) 
und (3) sofort die S. 40 unter (1) und (2) angegebenen Gleichungen ab. 



2. Die Doppelpunkte ebener Kurven. 

Unter Festhaltung an den Bezeichnungen von Nr. 1 nehme man 
jetzt den soeben ausgeschlossenen Fall an, dafs nämlich für den Punkt 
(x, y) von C die Ableitungen fx und fy zugleich verschwinden. Dagegen 
mögen f^'^, f^y, fyy für die Stelle (Xy y) nicht auch noch alle zugleich 
verschwindest. 

Für einen unendlich nahe bei (x, y) gelegenen Punkt der Koor- 
dinaten ^ =z X '\- h, 7] = y -\- Ic liefert der Taylor sehe Lehrsatz an 
Stelle von (1), Nr. 1, nunmehr: 

oder, wenn wir h = ^ — x, k = rj — y setzen: 

Soll demnach der Punkt (|, ri) auch auf der Kurve G liegen, 
so gilt: 

(2) n'. ■ (I - xy + -If-'y ■{.i-x){rt-y)+ fyy ■ (ri — y^ = <». 

eine Gleichung, deren linke Seite sich in das Produkt zweier in |, i] 
linearen Faktoren zerlegen läfst, und die dementsprechend, in |, i^ als 
variabelen Koordinaten gedeutet, die beiden durch: 



i (ji - y)fyy + {^-x) in'y - V/;?-y«/;,) = o 

dargestellten ge^'aden Linien liefert. 

Da somit der Verlauf der Kurve in nächster Nähe von P durch 
zwei Geraden angegeben ist, so zieht die Kurve zweimal durch den 
Punkt (Xj y) hindurch ; letzterer heilst dieserhalb ein y^zweifacher Punkt^ 
oder ein y^Doppelpunkt'^ der Kurve. 

Für den geometrischen Charakter des Doppelpunktes hat man zu 
unterscheiden, ob die in (3) eintretende Quadratwurzel reell und von 
verschieden oder gleich oder endlich imaginär ist. 

Erklärung: Je nachdem die erste , zweite oder dritte Bedingung : 

(*) .... Jxy Jxxjyy J^ 0, = 0, <C^ 

zutrifft^ bezeichnet man den fraglichen Punkt als einen ^^eigentlichen 
Doppelpunkt^ (Knotenpunkt), einen „RücMehrpunkt^ (Spitze) oder einen 
j^isolierten Punkt^. 

Im letzteren Falle stellen die Gleichungen (3) wegen der kom- 
plexen Koeffizienten keine „reellen" Geraden dar; hier liegen in der Nähe 
des singulären Punktes keine „reellen" Punkte der Kurve. 
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Den Charakter des Knotenpunktes Yersinnlicbt die in Fig. 53 an- 
gedeutete Kurve, welche durch die Gleichung: 

aj3 _j_ yS — 3^^ __- Q 

Fig. 54. 
Fig. 53. 





Fig. 55. 




dargestellt wird; der singulare Punkt liegt bei x = 0^ y = 0, und 

das Paar der Tangenten in diesem Punkte wird durch die Achsen des 

Koordinatensystems geliefert. 

Einen hei x = 2, y = l gelegenen EnckhehrpunM besitzt die 

durch : 

(x — 2)2 + (i^ ~ 1)5 = 

dargestellte Kurve fünften Grades, deren Verlauf in Fig. 54 näher an- 
gegeben ist; für die Koordinaten des Rückkehrpunktes gilt fxx = ^i 

fxy ^^^ fyy = "• 

Das Beispiel eines isolierten Punktes liefert die durch 

aj3 — x^ — y^ =^0 

dargestellte Kurve dritter Ordnung. Man hat hier y =z -^ x y x — 1 
und erkennt im Nullpunkte einen isolierten Punkt. Die Gestalt der 
Kurve ist in Fig. 55 angegeben. 

Verschwinden auch noch alle drei Ableitungen fxx, fxy, fyy für 
den Punkt {x, y) von 0, so liegt daselbst ein „dreifacher" resp. „mehr- 
facher" Punkt der Kurve vor. 

3. Die Tangentialebenen und 19'ormalen einer Fläche. 

Im Räume seien rechtwinkelige Koordinaten x, y, z zu Grunde 
gelegt, und es werde eine vorgelegte Fläche JP durch die Gleichung 
/(rc, ^, £r) = dargestellt. 

Ein einzelner Punkt P auf JP habe die Koordinaten x^ y^ z^ so dats 
für letztere f{x^ y^ z) =^ gilt. 



i 
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Sind die Koordinaten eines unendlich nahe h6i (x, y, z) gelegenen 
Punktes : 

SO liefert der Taylor sehe Lehrsatz: 

falls wir die Voraussetzung machen, dafs die partiellen ersten -4b- 
levtwngen von f an der Stelle (x, y, z) jedenfalls nieht alle drei zugleich 
verschwinden i). 

Soll somit der Punkt (|, ly» I) ^ nächster Nähe des Punktes P 
auf der Fläche F gelegen sein, so mu£s er die Gleichung /(|, rjy 5) = 0, 
d. i. ausführlich : 

(1) • ■.%-(^--)+^-(i-y) + ^<i-^) = ^ 

befriedigen und also auf der durch diese Gleichung (1) in variabelen 
Koordinaten ^, fj, t dargestellten Ebene liegen. 

Erklärung; Die durch (1) in |, iy, g dargestellte Ebene, welche 
hiernach den Verlauf der Fläche F in nächster Nähe von P angibt, 
heifst die „ Tangentialebene^ von F mit dem Berührungsptmkte P. 

Eine in der Tangentialebene gelegene und durch den Berührungs- 
punkt P laufende Gerade wird als eine ,^Tangente^ der Fläche F im 
Punkte P bezeichnet. 

Wichtig ist auch folgende 

Erklärung: Eine im Punkte P auf der Tangentialebene und cUso 
a/uf der Fläche F senkrecht stehende Gerade heifst „Normale^ der Fläche 
im Punkte P. 

Auf Grund der Gleichung (1) findet man vermöge bekannter Sätze 
der analytischen Geometrie des Raumes den 

Lehrsatz: Die Normale der durch f(x, y, z) = dargestellten 
Fläche im Punkte P dtr Koordinaten x, y, z hat die Gleichungen: 

m ^ — ^ _ n — y ^ t — ^ 

^^ {df\ /df\ (df\ • 

\dx) \dyj \dzj 

4. Die Tangenten und Normalebenen einer Baumkurve. 

Es mögen jetzt zwei Flächen durch ihre Gleichungen: 
(1) . . . . f(x,y,z) = 0, g(x,y,z) = 

gegeben sein. 

^) Das gleichzeitige Verschwinden würde eine solche „singulare^ Stelle 
der Fläche F anzeigen, wie sie einem mehrfachen Punkte einer ebenen Kurve 
(vergl. Art. 2) entspricht. 
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Falls beide Flächen nicht gänzlich getrennt von einander ver- 
laufen, 80 scheiden sie sich in einer sogenannten y^Baumkurve^ C, 
welche man als durch das Gleichungenpaar (1) dargestellt ansehen kann. 

Auf eine andere Art läfst sich die Raumkurve C in der Weise 
darstellen, dafs man die Koordinaten x, y, z für die einzelnen Funkte 
der Kurve als Funktionen: 

(2) . . . X = (p(tl y = rp (Ol ^ = X(t) 

einer vierten, als unabhängig anzusehenden Variabelen t ansetzt. 

Läfst man t von — oo bis -j- oo laufen, so wird der aus (2) zu 
berechnende Punkt (x, y, z) die Kurve C beschreiben. Man vergleiche 
die in (4), S. 42, gelieferte Darstellung der Zykloide. 

Nunmehr seien P und Pi zwei einander unendlich nahe gelegene 
Punktei auf C\ F habe die Koordinaten x, y, z und Fi entsprechend 
X + dx, y + dy, z -\- -dz. 

Das zwischen F und Fi gelegene Stück von C heifse y, Bogen- 
differential'^ oder j^Bogenelement^ der Raumkurve und werde durch ds 
bezeichnet. 

Die Richtungsunterschiede des von F nach Pj gerichteten Ele- 
mentes ds gegen die positiven Richtungen der Koordinatenachsen sind 
die y,BichtungswinkeV' a, ß, y von ds. 

Die Projektionen von ds auf die Achsen sind dx, dy, dz: 

(3) . . dx = dS'Cosa, dy = ds-cos ß^ dz ^= dS'Cosy. 

Unter Benutzung bekannter Formeln der analytischen Geometrie 
des Raumes folgt der 

Lehrsatz: Für das Bogendifferential ds einer Baumkurve und 
die zugehörigen „Bichtungskosinus"^ gelten die Ansätze: 



(4) ds = \dx^ + dy^ + dz'^ 

dx a dy dz 

(5) . . . cosa = -7-, cos p = -r—, cosy = ^;-' 

ds ds ds 

Zur weiteren Ausrechnung dieser Formeln beachte man, dafs die 
Punkte F und P^ auf jeder der beiden durch die Gleichungen (1) dar- 
gestellten Flächen liegen. 

Man folgert hieraus, dafs die zu den vorliegenden x, y, z und 
dx, dy, dz gehörenden totalen Differentiale df und dg der auf den 
linken Seiten der (ileichungen (1) stehenden Funktionen verschwinden 
(vergl. S. 119): 
.gx \jLdx + fydy + fgdz = 0, 

\g^dx + gydy + g^dz = 0. 
Für die Verhältnisse der dx, dy, dz berechnet man aus (6): 
(7) dx:dy:dz = (fyg', — f,gy) : {fzg!, — fLg'z) ' {fLOy — fygx\ 
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Durch Einsetzung in (4) und (5) lassen sich daraufhin die Rich- 
tungskosinus des Elementes ds vermittelst der partiellen Ableitungen 
von / und g in den Koordinaten von P darstellen. 

Bevorzugt man die Darstellung (2) von C, so mögen zu P und 
Pi die Werte i und (t + dt) der unabhängigen Variabelen gehören. 

Die Gleichungen (2) liefern nun unmittelbar: 

idx= ( p'(t)dt, dy = ilj' (t) dt, dz = i' (0 dt, 

\ds = V^'-^ + V;'2 + i'^dt, u. s. w. 

Erklärung: Die durch P und den ,,konsekutiven^ Punkt P^ hin- 
durchziehende Gerade hei f st y^Tangente^ der Raumkurve im Punkte P; 
die zur Tangente und also zur Kurve im Punkte P senkrecht verlauf oide 
Ebene heifst ^Normalebene^ der Kurve C im Punkte P, 

Indem wir uns auf die soeben gemachten Angaben über Berech- 
nung von cosa, cos ß, cosy berufen, haben wir den 

Lehrsatz: Die Tangente der Raumkurve C im Punkte P ist dar- 
stellbar durch: 

{Q\ . . ^ — ^ _ V ^ y _ i — ^ 

Jy9* — J»9y J*9x — Jx9z Jx9y — Jy9x 
die Normalebene aber durch 

(10) . • f ^^ "~ ^^ ^•^•'^' ~ ^'^y^ + in — y) (fB9x — fxgz) 

* 1 + (t-^)(fxgi—fygx) = o. 

Damit diese Gleichungen brauchbar sind, hat man anzunehmen, 
dafs die drei in (9) als Nenner und in (10) als Faktoren auftretenden 
Ausdrücke nicht zugleich verschwinden^). 

5. Die Söhmiegungsebenen einer Baumkiirve. 

Erklärung: Barch j^drei konsekutive'^ Punkte P, Pi, P^ von G 
läfst sich im allgemeinen nur „eine" Ebene legen, welche man als 
yySchmiegungsebene^ der Raumkurve im Punkte P bezeichnet. Die 
Schnittgerade der Schmiegungsebene und Nor mal ebene heifst die ,, Haupt- 
normale^ von G im Punkte P. Auf ihr liegt das zu P gehörende 
„Krümmungszentrum^ der Raumkurve, d. i, das Zentrum des durch 
P, Pi, Pj hindurchzulegenden sogenannten ^Krümmungskreises'^, 

Es soll hier nur die Gleichung der Schmiegungsebene unter Be- 
nutzung der Darstellung (2), S. 144, unserer Raumkurve C angegeben 
werden. 

Mögen zu P, Pi, Pg die Werte t, t + dt, t + 2dt der unab- 
hängigen Variabelen gehören. 

^) Das gleichzeitige Verschwinden jener drei Ausdrücke würde eine „sin- 
gulare'^ Stelle der Kurve anzeigen , deren Natur wir indessen . hier nicht 
näher untersuchen. 

E r i c k e , Leitfaden. j^q 



(2) 
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Da die Schmiegungsebene durch P hindurchläuft , so können wir 
ihre Gleichung mit Hilfe yariabeler Koordinaten |, 17, ^ in die Gestalt 
setzen : 

(1) . . «K — (p(<)] + h[ri - tm + c[t - xity] = 0. 

Die üj by c sind so zu bestimmen, dals (1) durch die Koordinaten 
^, tji t sowohl von Pi wie P3 befriedigt wird : 

a[q)(t + dt) - (fit)] + b[t(t + dt) — t(t)] H = 0, 

a[(p(t + 2dt) — (p(t)] + h[tl;(t + 2dt) — ^(0] + ••• = 0. 

Indem man einerseits die erste Gleichung durch dt teilt, anderer- 
seits aber die erste von der zweiten Gleichung abzieht und hernach 
durch dt teilt, folgt: 

aq>'{t) -f 51/;' (0 + c^{t) = 0, 

a(p'{t + dt) + ^'^'{t + dt) + cx'{t + dt) = 0. 

Durch Wiederholung desselben Verfahrens gewinnt man aus (2): 

(3) . . . . aq)"(t) + br{t) + cf(t) = 0, 

eine Gleichung, welche im Verein mit der ersten Gleichung (2) die 
Verhältnisse der a, b, c zu berechnen erlaubt. 

Lehrsatz: Die Gleichung der Schmiegungsebene der durch (2), 
S. 144, dargestellten Baumkurve in dem zum Werte t gehörenden Punkte P 
ist die folgende: 

(I - 9) (t'x" — rx') + {v — t) (x'v" — x"<p') 
+ (S- z) (y'^" — «p'^O = 0. 

Hier ist bei 9,9', ... das Argument t allenthalben der Kürze 
halber fortgelassen. 

Die Brauchbarkeit der Gleichung (4) setzt voraus, dafs die drei in 
den Klammem auftretenden Ausdrücke '^'%" — ^" x', ... für die betrach- 
tete Stelle von C nicht zugleich verschwinden i). 



6. £urvenscharen und deren einhüllende Kurven. 

In einer Ebene seien rechtwinkelige Koordinaten x, y zu Grunde 
gelegt. 

Es sei weiter eine Gleichung f(x, y, p) =z vorgelegt, welche 
neben x und y noch eine dritte variabele Grölse jp enthält. Dem Einzel- 
werte p entspricht eine durch /(a;,i/,jp) = dargestellte Kurve. Läfst 
man p alle Werte von — 00 bis -|- 00 durchlaufen, so entsteht eine 



(4) 



*) Das gleichzeitige Verschwinden dieser drei Ausdrücke wird notwendig 
dann eintreten, wenn die drei konsekutiven Punkte P, Pi, P, auf einer 
Geraden liegen; man spricht in diesem Falle von einem ^W&ndeberÜhrungs- 
punkte^ der Raumkurve. 
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fc-Mtfi^ßÄ-Ä^p^^^'^ ||l|0Ti^"lH J|)eil8t dar „Parameter'' 

I ■• ■ M l •• •• ^ ~ •• 

[qiJH|||U4tt|j|t|'(flie Schar der kooEen- 
tt'M^'B^ tt4n4W'<^P'^ negativen Werte p 

J"^>^B|giL?kfiAiMU^ii Kurven entsprechen. 
fl*'*^ -^-'H '#" EUlipaen, fUr deren 
lilllMi|^il!9dtt|(Mfebenen Konstanten a 

m^RfA 1 ff 6 Hef « I g I 




P^^^e wichtige F&Ilnnter- 

iSgäi^ii^^ wenig verschiedenen 
iSs^äi^^nden Kurven: 

:|:i|^y) = 0. 

f|ei/mch diese Kurven nicht, 
"^f^ereinnlichten Schar (1) 




Kurve herzustellen, 
_ ikte der einhfiUenden 
^nzelnen Werte p nach 
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Xi y auflösen. Statt der zweiten Gleichung (2) kann man auch die 
durch Kombination beider entspringende Gleichung: 

f(x, y,p-\- dp) — f(x, y, p) ^ df(x, y, p) _ ^ 

dp dp 

benutzen, so dafs das System (2) durch: 

(3) .... / (Xy y, p) = 0, g— = 

ersetzt erscheint. 

Man denke die zweite Gleichung (3) nach p aufgelöst und damit 
in die Form p :=z g{Xj y) gesetzt. Jedes einem einzelnen Werte p 
entsprechende Lösungssystem x, y befriedigt dann: 

(4) f[x, y, g {x, y)] — 0, 

wie auch- umgekehrt jedes diese letzte Gleichung befriedigende Wert- 
system X, y bei dem zugehörigen Werte p = g(^Xj y) als Lösungssystem 
von (3) auftritt. 

Lehrsatz: Die Gleichung der einhüllenden Kurve gewinnt man 
durch Elimination von p aus den beiden Gleichungen (3) in der Gestalt : 

(5) . . . . F {x, y) = f[x, y, g {x, y)] =^ 0. 

Die Elimination braucht übrigens nicht notwendig in der hier 
vorgezeichneten Weise vollzogen zu werden. 

Z; B. liefert die zweite Gleichung (3) bei der Schar (1): 

(6) . , {p — a)x^ -\- py^ + p(a — i>) {^p — a) = 0. 

Hier verfährt man besser so, dals man (1) und (6) nach x^ und 

2 2 

t/2 auflöst und dann a;3, yi herstellt. Bei der Addition der beiden so 
zu erhaltenden Gleichungen fällt p einfach heraus , und man gewinnt 
als Gleichung der einhüllenden Kurve: 

2 2 2 

(7) a;3 -|- 2/3 = a 3 . 

Die hierdurch dargestellte Kurve, deren Gestalt aus Fig. 56 zu 
ersehen ist, heifst y^Astroide'^. 

7. Kubatur der "Volumina. 

Eine vorgelegte Gleichung z z=z f {x, y) deuten wir in recht- 
winkeligen Raumkoordinaten als eine Fläche F. 

In der a? 2/ -Ebene möge durch g{x, y) = eine geschlossene 
Kurve C dargestellt sein; und es gelte die Voraussetzung, dals für alle 
Punkte (x, y) des von C umrandeten Stückes der ^r^/" Ebene die Funktion 
z = f(x, y) eindeutig und stetig sei. 

Man denke über der Kurve C als Grundrifs einen Zylinder mit 
zur ;8^- Achse parallelen Seiten errichtet. 

Es sei alsdann durch V das Volumen desjenigen Raumteiles bezw. 
derjenigen Raumteile bezeichnet, welche seitlich durch den Mantel des 
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Zylinders, oberhalb und unterhalb aber durch die im Inneren des Zylin- 
ders verlaufenden Teile der Fläche F und der xy- Ebene eingegrenet 
werden. 

Die Malszahl für das Volumen eines einzelnen Raumteiles soll 
hierbei positiv oder negativ gerechnet werden, je nachdem dieses Stück 
oberhalb oder unterhalb der aJ^- Ebene liegt. 

Das Volumen V kann in Gestalt eines sogenannten Doppelintegrales 
ausgedrückt werden (vergl. S. 127). 

Der Einfachheit halber nehmen wir an (was nötigenfalls durch 
eine Verschiebung der Koordinatenachsen immer erreichbar ist), dafs 
der Nullpunkt innerhalb des durch die Kurve G umschlossenen Flächen- 
stückes liegt. Letzteres wird dann durch die Achsen in vier Qua- 
dranten zerlegt, und wir können uns auf die Betrachtung des ersten 
in Fig. 58 stark umrandeten Quadranten beschränken. 

Die Kurve C schneide die positive a?- Achse bei x = a und die 
positive y - Achse bei y = b. Es gelte die Annahme , dals das den 



Fig. 58. 



[x,y=9»(x)] 



bevorzugten Quadranten begren- 
zende Stück von C für jede Abszisse 
X zwischen und a stets nur 
eine zugehörige Ordinate y z= (p (x) 
liefere ^). 

Wir bezeichnen mit V das Vo- 
lumen des über dem ausgewählten 
Quadranten gelegenen Teiles des 
oben eingegrenzten Raumstückes 
vom Volumen V, 

Zur Bestimmung von V zerlege 
man die in der a?«/- Ebene gelegene 
Grundfläche des fraglichen Raum- 
teiles durch Parallele zu den Achsen in unendlich kleine Rechtecke, 
wobei der Flächeninhalt eines einzelnen Rechtecks gleich dx • dy sein 
wird. 

Über dem einzelnen Rechtecke steht alsdann vom Volumen V ein 
vierseitiges Prisma des Inhaltes z-dxdy =f(Xj y)dxdy. 

Bei konstantem x und dx bilde man nun durch Integration nach 
y zwischen den Grenzen und (p (x) den Inhalt derjenigen unendlich 
schmalen Scheibe des auszumessenden Raumteiles, welche oberhalb des 
in Fig. 58 schraffierten Streifens liegt. 

Integriert man jetzt den erhaltenen Ausdruck 

(p(x) 




\f(x,y)dy\dx, 



*) Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so mufs man das von C umrandete 
Flächenstück in mehrere Teile zerlegen und letztere einzeln behandeln. 
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der nur noch von x und dx abhängt, in Bezug auf x zwischen den 
Grenzen und a, so gewinnt man das Volumen F. 

Statt zuerst nach y zu. integrieren, kann man auch mit der Inte- 
gration nach X beginnen ; hierbei möge x = ilf(y) die zu y gehörende 
Abszisse Yon G sein. 

Lehrsatz: Das oben ausführlich beschriebene Volumen V kann 
durch Auswertimg jedes der beiden Doppelintegräle: 

a fp(x) 

(1) V ={nf(x,y)dpyix, 



(2) V=U\f(x,y)dxyy 



bestimmt werden. 

Wie schon bemerkt, ist hier jeweils bei Ausführung des inneren 
Integrals x bezw. y als konstant anzusehen. 

Die geleistete Berechnung des Volumens V wird als ^ Kubatur^ 
desselben bezeichnet. 



8. Kubattir des Ellipsoids. 

Als Beispiel diene die Bestimmung des Volumens eines dreiachsigen 
Ellipsoids, das gegeben ist durch: 

flj2 "t- ^2 "1" c» 

Gleichung (1), Nr. 7, liefert den Rauminhalt eines Oktanten des 
Ellipsoids, wenn wir in jene Gleichung eintragen: 

f(x,y) = ^'^V(7^^^)^<', 9) (a;) - b |/l - ~ . 
Man hat somit: 



(1) . . . r= ^ j[dxj^h-^(l -'^^ - y'dy]. 



Für das innere Integral erhält man nach den S. 108 ff. ent- 
wickelten Methoden: 



, b^ (. x\ . y 

+ -- ( 1 ) arc stn 

2 \ ay 



f'~ 



xl 
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Durch Eintragung der Grenzen für y und Integration in Bezug 
auf X folgt: 

a 

/^x Tr ^^cfA ^^ ^ -, nahe 



Das Gesamtvolumen des Ellipsoids ist somit ^/^Ttah c. 



9. Komplanation der kruminen Flächen. 

Vermöge der Doppelintegrale kann man auch die Bestimmung 
des Flächeninhaltes von Teilen der Fläche F^ die sogen. j^Komplanation^ 
der Fläche F, durchführen. 

Es sollen hier alle Voraussetzungen und Bezeichnungen von Nr. 7 
beibehalten werden; und es liege die Aufgabe vor, den Inhalt S des- 
jenigen Stückes der Fläche F zu hestimmen, welches oberhalb bezw, unter- 
halb des in Fig. 58 stark umrandeten Teiles der xy-Ebene liegt. 

Letzteres Stück der xy -Ebene wurde vorhin in unendlich kleine 
Rechtecke eingeteilt. 

Über bezw. unter einem einzelnen solchen Eechtecke^ dessen Inhalt 
dx'dy ist, liege das Element dS der krummen Fläche F. 

Man darf das Element dS als eben ansehen, und man nenne den 
Neigungswinkel des Elementes gegen die o;^- Ebene y, so dafs man die 
Gleichung dS'COsy = dxdy gewinnt. 

Da y gleich dem Winkel zwischen der auf d S errichteten Normale 
und der ^er- Achse ist, so findet man nach Nr. 3, S. 143, unter Zugrunde- 
legung der Gleichung — fi^^y) = der krummen Fläche: 

cosy = 



Es ergibt sich hieraus der 

Lehrsatz: Das oben näher bezeichnete Stück der Fläche F hat 
den Flächeninhalt: 


man kann den Flächeninhalt S aber auch ausdrücken durch: 
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10. Eomplanation der Kugelfläche. 

Als Beispiel diene die Komplanation der Kugeloberfläche vom 
Radius r um den Nullpunkt. Zur Bestimmung der Oberfläche S des 
Kugeloktanten hat man zu setzen: 



(l) 



Bei Benutzung von (1), Nr. 9, gilt also der Ansatz: 



r Yr«— x« 



• • 



S = r 



( 



dy 



yr2 — 



X' 



y 



^dx. 



Nun ist nach F'ormel (9), S. 82: 

dy 



1 



y.r2 — 



arc sin 



y 



X' 



y 



Vr2 — ic2 



L 

Durch Eintragung der Grenzen erhält man aus (1); 



S 



r 

nr C , 

= — \dx =^ ^l^nrK 



11. Gebrauch der Folarkoordinaten. 

Will man in der a?^- Ebene an Stelle der ic, y Polarkoordinaten 
r, 0" gebrauchen, so wähle man den Nullpunkt als Pol und die positive 
a; -Achse als Achse der Polarkoordinaten. 

Es sei eine den Pol umziehende, geschlossene Kurve C durch 
r rrr ^> {^) gegeben, wobei cp{^l') eine eindeutige Funktion sei; weiter 



Fig. 59. 



möge durch die im Inneren von C 
eindeutige Funktion z =/(r,'9')eine 
krumme Fläche F gegeben sein. 

Zur Kubatur und Komplanation 
von F errichten wir über C einen 
Zylinder, dessen Seiten zur ^- Achse 
parallel sind, und definieren das 
Volumen V und die Oberfläche S 
analog wie in Nr. 7 und 9. 

Das in Fig. 59 schraffierte Ele- 
ment der r'ö'-Ebene hat den Flächen- 
inhalt V'dr-dd'. 
Man beweist daraufhin leicht folgenden 

Lehrsatz: Bas von dem zu C gehörenden Zylinder ^ der r^-Ebene 
und der Fläche F eingegrenzte Volumen V ist : 




Kubaturen und Komplanationen mittels Polarkoordinaten, 
(l) V =U\f(r,^)rdr^d^, 
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und entsprechend gilt für die Oberfläche S : 

2 TT (pi&) 

<^' •• ■• -=KIS^>*' 







wobei y in derselben Bedeutung wie in Nr. 9 gebraucht ist. 



12. Beispiel einer Kubatur mittels der Folarkoordinaten. 



Die in der ä;;^- Ebene durch g t= e~^ dargestellte Kurve hat den 
in Fig. 60 skizzierten Verlauf und nähert sich von oben her beiderseits 
asymptotisch der a;- Achse. 

Durch Rotation dieser Kurve um die ^- Achse entspringt eine 
glockenförmig gestaltete Oberfläche Fy welche durch ^ = e~^^ dar- 
gestellt ist. 

Der zwischen F und der r-O^- Ebene gelegene Raum hat, olischon 
er sich nach allen Richtungen der rO*- Ebene ins Unendliche zieht, einen 
endlichen Inhalt F: 

2n 00 



=li\ 



e~^^rdr 



\di^. 



Da nämlich das innere 
Integral %" nicht mehr enthält, 
so kann man dasselbe vor 
das auf %" bezogene Integral 
setzen : 

27t 



Fig. 60. 

Z-Aolise 



00 



=(i 



,— r« 



rdr\ ' ( 



d%'\' 




X-Achse 



Jedes dieser beiden Integrale ist leicht zu bestimmen, und man 
findet V = 7C. 

Aus diesem Ergebnis können wir eine bemerkenswerte Folgerung 
ziehen. 

Wendet man nämlich bei der eben behandelten Aufgabe recht- 
winklige Koordinaten a;, 2/ ^tn, so hat man nach der in Nr. 7 befolgten 
Methode : 

-|-00 -j-00 



= j ([e-'^^-y^dy\dx. 



00 00 
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Spaltet man er-«*—!/* in das Produkt von e~** und e~^^ und setzt 
man den ersten Faktor, als yon y unabhängig, vor das Integral in 
Bezug auf y^ so folgt: 

-}-00 +00 



F= [(e-^^[e-y^dy\dx. 



00 00 

Nun ist das innere Integral von x unabhängig; es ist somit: 

+ 00 +00 +00 

— 00 — 00 -—00 

Da wir nun vorhin F = or fanden, so folgt der 

Lehrsatz: Dos zwischen den Grenzen — oo und + °° ötws- 
geführte Integral des Differentials e~^dx ist gleich yit: 

+ 00 

(1) [e-^*(ia; = ^Tt, 



00 



13. Rektifikation der Baumkurven. 

Nach Nr. 4, S. 143 u. f., benutzt man für die Darstellung einer 
Kaumkurve C entweder ein Gleichungenpaar: 

(1) f(x,y,z) = 0, g(x,y,z) = 

oder drei Gleichungen: 

(2) .... a; = 9 (0, y = '^ (0, ^ — % (0» 

wobei im letzten Falle t als unabhängige Variabele gilt. 

Das Bogenelement ds der Raumkurve G ist durch Formel (4), 
S. 144, gegeben. 

Zur Weiterentwickelung dieser Formel kann man erstlich y und z 
als Funktionen von x aus (1) ausrechnen und findet dann: 

Bevorzugt man die Darstellung (2), so gilt: 



(4) . . . . ds = ^tp'it)^ + ^i>\ty + Tdityät, 

Die „Rektifikation^, d. i. die Berechnung der Bogenlänge, der 
Kurve G wird nun durch Integration dieses Differentials ds geleistet. 

Lehrsatz: Zur Berechnung der Bogenlänge s der Raumkurve G 
zwischen den beiden durch x = a und x = h fixierten Stellen dient das 
Integral : 
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<') • =lV' + (s)'+ (^:)'- 

a 

An Stelle desselben tritt das Integral: 

h 

(6) S = JV<3P'(02 + t\t)^ + x'itydt, 

falls man sich der Darstellung (2) bedient u/nd die Bogenlänge zwischen 
den zu to tmd ^ gehörigen Stellen ausmessen toül. 

Als Beispiel diene die „zylindrische Schraubenlinie", welche dar* 
gestellt wird durch: 

a?2 -f. 2/2 = m2, y = X- tg (—\ 

oder (was noch zweckmäfsiger ist) durch: 

X = mcost, y = msint, z = nt 

Gleichung (6) liefert: 

h 
s = j ym2 + n^dt = (w2 + w2) (t^ — to). 

Die Länge eines „Schraubenganges" ist hiernach 2 7t (m^ -]- n^). 



^.---^^ 



Fünfter Abschnitt. 



Einführung in die Theorie . der Diflerential 

gleichnngen. 



Erstes Kapitel. 

Allgemeine Bemerkimgen über Differentialgleiciliingen. 



1. Begriff der Differentialgleichungen. 

Erklärung: Kommen in einer Gleichung neben veränderlichen 
Gröfsen auch noch Bifferentialquotienten derselben vor, so spricht man 
von einer j^Differenüalgleichung^. 

Man kann folgende Fälle unterscheiden: 

I. Es mögen zwei Variabele a?, y vorliegen , von denen die erste 
als unabhängig gilt, während y als Funktion von x angesehen wird. 

Die Beziehung zwischen x und y habe die Gestalt: 

<■>■•■■■ K-^'f''^- ■•■)=«■ 

Erklärung: Wir bezeichnen (1) als eine „gewöhnliche^ Diffe- 
rentialgleichung zwischen einer unabhängigen Variabelen x und einer 
abhängigen y. 

Ein Beispiel sei: 

(2) . . . (3x^ — 7y^)^-^— I7x + 12xy = 0, 

II. Hat man eine unabhängige Variabele x und zwei abhängige 
y und z, so müssen zwei Gleichungen gegeben sein: 

( _ / dy dz d^y \ 

(3) • • • 

\ dx dx dx^ / 
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Erklärung: Man sagt, durch (3) sei ein System j^siwiiltaner^, 
y,gewÖhnlicher^ Differentiätgleichungen mit einer unabhängigen Varia- 
hden x und zwei abhängigen VariäbeJen y, z vorgelegt. 

Als Beispiel gelte das System: 
/.x (^y , , dz 

IlL Sind zwei unabhängige Variabele oj, y und eine abhängige z 
vorgelegt, so genügt die Angabe einer Gleichung: 

/rcx T./ dz dz d^z rAz \ 

(5).. 2.(^^, ^,,, _____,. ..j = o. 

lOrklärung: Die Gleichung (5) bezeichnet man als eine ^par- 
tielle^ Differentialgleichung mit zwei unabhängigen Variabelen x, y und 
einer abhängigen z. 

Ein hierher gehöriges, besonders wichtiges Beispiel ist: 
(6) — 4- = 

IV. Der allgemeinste Fall, unter den sich die drei bisher ge- 
nannten Fälle einordnen, ist offenbar der, dals n unabhängige Variabele 
a?i, ..., ^Tn und m abhängige y\t ^**tym durch m Gleichungen verbunden 
erscheinen, in denen neben diesen Variabelen noch Ableitungen der y 
in Bezug auf die x auftreten. 



2. Einteilungen der Differentialgleichungen in Ordnungen 

und in Grade. 

« 

Erklärung: Kommen in einer Differentialgleichung Ableitungen 
n*^, jedoch nicht solche von höherer als n**'" Ordnung vor^ so bezeichnen 
wir die Differentialgleichung als eine solche von der n*^** Ordnung, 

Die Gleichungen (2) und (4), Nr. 1, sind von der ersten Ordnung, 
in (6) , Nr. 1 , liegt eine partielle Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung vor. 

Die beiden Fälle I. und IL, Nr. 1, betrifft folgender 

Lehrsatz: Eine gewöhnliche Differentialgleichung j^erster^ Ord- 
nung zwischen zwei Variabelen Xy y kann auf die Normalform gebracht 
werden: 

(1) ^ = ^(^'^>' 

ein System simultaner, gewöhnlicher Differentialgleichungen ^erster^ Ord- 
nung kann auf die Normalform gebracht werden : 

(2) . . . • ^J = G^ {x, y, z\ ;^ = ^2 {^^ y^^y 
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In (1) erscheint die ursprünglich gegebene Gleichung 



" {'■ - 1) = » 



einfach nach — aufgelöst. 

Erklärung: Hat die linke Seite einer Differentialgleichung in 
den yjäbhängigen^ Variäbelen u/nd den Ableitungen derselben die Gestalt 
einer rationalen ganzen Funktion, so hezeichnet man als j^Grad^ des 
einzelnen Gliedes die Summe der in diesem Gliede auflretenden Ex- 
ponenten der abhängigen Variäbelen und Ableitungen, Die GMchnmg 
wird alsdann als eine solche vom m*^** Grade bezeichnet, wenn ein Glied 
m**** Grades, aber keines von höherem Grade auftritt. 

Ein Beispiel einer Differentialgleichung dritten Grades ist: 

(3) . . . Zxy^ + 7 t/ r^^ sinx — 25 2/ + 3 = 0. 

Ob die linke Seite der Differentialgleichung in der unabhängigen 
Variäbelen x die Gestalt einer algebraischen oder (wie beim eben ge- 
nannten Beispiel) transzendenten Funktion hat, ist zufolge der eben 
gegebenen Erklärung für die Gradeinteilung gleichgültig. 

Erklärung: Eine Differentialgleichung, deren Glieder sämtlich 
von gleichem Grade sind, heifst y^homogen^; eine Differentialgleichung 
ersten Grades wird auch als y^linear^ bezeichnet. 

Eine lineare und homogene Differentialgleichung erster Ordnung 
vom Typus III, Nr. 1, hat demnach die Gestalt: 

(4) . . H, (x,y) If + fi. (x,il) Ij + ^, (x,y) z = 0, 

WO H^ (x, y) , JETj (x, y) und H^ {x, y) irgend welche Funktionen der un- 
abhängigen Variäbelen sind. 

Lehrsatz: Eiyie lineare Differentialgleichung n*^ Ordnung zwi- 
schen einer unabhängigen Variäbelen x und einer abhängigen y kann auf 
die geordnete Gestalt gebracht werden: 

(5) . . . F,(x)^ + F^(x)P^ + •■■ 
^ ^ ^^ ■ dx" ^ ^^ ' dx"-^ 

• • • + Fn-^{X) g + F„(a;)3, = G(a,), 

ax 
wo Fq(xX ..., Fn(x), G(x) irgend welche Funktionen von x sind. 
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8. Begriff der Lösimgen von Differentialgleichungen. 

Es sei zunächst eine Differentialgleichung erster Ordnung mit einer 
unabhängigen und einer abhängigen Yariabelen vorgelegt: 

Erklärung: Die Differentialgleichung (1) auflösen, hei f st eine 
Funktion y = f(x) bestimmen , die der Gleichung (1) in der Weise 
genügt, dafs die Gleichung: * 

(2) F[x,f{x),f{x)-\ = 

für jjjeden^ Wert von x richtig ist u/nd also in x eine y^identische^ 
Gleichung darstellt 

Eine solche Funktion y = f{x) heilst eine y,Integralfunlction^ 
oder kurz ein y^Integral^ der gegebenen Differentialgleichung. Ist die 
Integralfunktion y durch eine Gleichung: 

(3) g{x,y) = 

implizite gegeben, so heilst letztere eine „Integralgleichung^ der vor- 
gelegten Differentialgleichung. 

So gehört z. B. zur Differentialgleichung: 

ax 



als ein Integral die Funktion y 



=1^ 



Man wird den Begriff einer Lösung sofort auf die übrigen in 
Nr. 1 aufgestellten Differentialgleichungen übertragen. 
Beispielsweise gilt die 

Erklärung: Als ein j^Integral^ der partiellen Differential- 
gleichung: 

/ dz dz d^z \ 

(4) .... J'(^.,, ^, ., -^, _ _, ...j = 

bezeichnet man eine solche Funktion z = f(x, y) , deren Eintragu/ng in 
(4) eine für „alle^ Wertsysteme x, y richtige^ d. i, in x und y „iden- 
tisch^ bestehende Gleichung: 

(5) F[x,y,f{x,y),Mx,y),...] = 

liefert. 

Eüeran schlief se sich auch noch die folgende 

Erklärung: Als ein „System von Integralgleichungen'^ für das 
System der Differentialgleichungen: 
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dv dz 

(6) • • • • ^ = ^1 (^' y^ '^)' Tx ~ ^'^^' ^' ^^ 

bezeichnet man die beiden Gleichungen: 

(7) . . . . (ji (a?, y, z) = 0, g.i {x, y, z) = 0, 

toenn die aus (7) zu berechnenden Funktionen y = f^(x), z = fz (x), 
in (6) substituiert, die in x y^idevdi schert^ Gleichungen liefern: 

f, (x) = G^ [X, /i (X), A W] , A (x) = G, [X, f, (x). f, (x)l 

4. Geometrische Deutning von Differentialgleichungen. 

Die drei ersten in Nr. 1 unterschiedenen Fälle wollen wir kurz 
durch Angabe der Grleichungen zitieren : 



(11) 






/ dz dz d^z d^z \ 

(111) . . ,F\x, y, z, ^, —, 5—, , • . . ) = 0. 

\ ox cy ox^ cxoy / 

Erklärung: In diesen drei Fallen kami man eine geometrische 
Deutung der Differentialgleichungen und ihrer Lösungen entwickeln, in- 
dem man im Falle (I) x, y als rechtwinkelige Koordinaten in der Ebene, 
in den beiden anderen Fällen aber x, y, z als eben solche Koordinaten 
im Baume ansieht. 

Für die Lösungen ist diese Deutung handgreiflich: Eine Integral- 
gleichung: 

(1) g(x,y) = o 

von (I) deuten wir in der Ebene als eine y^Integralkurve"' der Diffe- 
rentialgleichung (1); ein Lösungssystem: 

(2) . . . . ö'i (^» yi z) = 0, ^2 (^. y, z) = 

von (II) liefert im Räume eine j^Integralkurve^ der simultanen Glei- 
chungen (II); endlich stellt eine Integralgleichung: 

(3) g{x,y,z) = 

von (III) im Räume eine y^Integr dl fläche^ der partiellen Differential- 
gleichung (III) dar. 

Bei der Deutung der Differentialgleichungen selbst miissen wir uns 
auf die „erste^ Ordnung beschränken. 
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Im Falle (I) benutzen wir die Normalgleichung: 

(I») ^=G(x,y) 

ax 

und nehmen (wie auch analog in den späteren Fällen) der einfachen 
Sprechweise halber G(Xf y) als eindeutige Funktion von x und y an^). 
An einer einzelnen Stelle (Xj y) einer zugehörigen Integralkurve (1) 
ergibt sich nach S. 18 für den Winkel a zwischen der Tangente und 
der a;- Achse: 

dy 

Die aus (1) entspringende Funktion y und ihre eben berechnete 

dy 
Ableitung — befriedigen für jede Stelle (x, y) die Gleichung (I*) : 

OiX 

(4) ...... . tga= a(x, y). 

Somit folgt der 

Lehrsatz: Die geometrische Bedeutimg der Differentialgleichung 
(I^) ist die, dafs sie auf Grund von (4) an jeder Stelle (Xj y) einer 
Integralkurve die Tangentenrichtung oder, wie wir sagen wollen, die 
yfFortschrittsrichtung^ dieser Kurve bestimmt. 

Diese Betrachtung ist unmittelbar übertragbar auf den Fall: 

(IP) . . . . ^= a,(x,y,z\ ^ = a, (x, y, z). 

Für die Richtungswinkel a, ß, y der Tangente einer Integral- 
kurve (2) an der Stelle (x^ y, z) gilt nach (5), S. 144: 

dx \ dy \ dz = cosa : cos ß : cosy. 

An Stelle der soeben benutzten Gleichung (4) tritt also jetzt: 

(5) . . cosa : cos ß : cosy ^= \ '. Gri {x, y, z) : G^ (x, y, z\ 
und wir gewinnen den 

Lehrsatz: Die geometrische Bedeutung der simultanen Glei- 
chungen (11°') ist die, dafs sie auf Grund von (5) an jeder Stelle 
(x, y^ z) einer Integralkurve die y^Fortschrittsrichtung^ der letzteren be- 
stimmen. 

In dem etwas umständlicheren dritten Falle beschränken wir uns 

auf Gleichungen, die in ^7-, ;^— linear sind: 

ox oy 

(IIP) . H^ (x, y,z)^ + H, (x, y,z):^ = H^ (x, y, z). 



*) Ist G (x, y) zunächst vieldeutig, so hat man durch geeignete Zusatz- 
bestimmungen G eindeutig zu erklären. 

Fricke, Leitfaden. ji 
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Von irgend einer Stelle (x, y, z) einer zugehörigen Integralflftche: 
(6) z=f{x,y) 

beschreiben wir auf dieser Fläche ein Linienelement ds^ dessen Pro- 
jektionen auf die Achsen dx^ 'dy, dz seien. Die für die Linienelemente 
auf der Fläche (6) charakteristische Beziehung ist: 

(7) dz = ^-dx + ^-' dy. 

öx öy 

Diese Gleichung ist nun zufolge (III ^) in der Tat befriedigt, wenn 
wir dx, dy^ dz gemäls der Proportion wählen: 

(8) dx : dy : dz ^= Hi (x, y, z) : H^ {x, y, z) : i/j (Xy y, z). 

Will man lieber mit den Richtungswinkeln a, ß, y des Elementes 
ds operieren, so ersetze man die Proportion (8) durch: 

(9) cosa : cosß : cosy = Hl (rc, y, z) : H^ (x, y, z) : H^ (x, y, z). 

Lehrsatz: Die geometrische Bedeutung der partiellen Differential- 
gleichung (III^) ist die, dafs sie auf Grund von (9) an jeder Stelle 
einer Integralfläche eine ^Fortschreitungsrichtung^ bestimmt , welche in 
der Integrälfläche liegt, 

5. JSxistenzbeweis von Losungen für Differentialgleichungen 

erster Ordnung. 

In Nr. 3 wurde nur erst der „Begriff** von Lösungen der Diffe- 
rentialgleichungen aufgestellt, ohne dafs dabei die Frage nach der 
y, Existenz^ solcher Lösungen berührt wurde. Die letzten Betrach- 
tungen über die Differentialgleichungen erster Ordnung gestatten uns, 
wenigstens für diese Ordnung den Beweis zu führen, dafs die fraglichen 
Lösungen auch wirklich existieren. 

Mau überlege zunächst im Anschluls an die Gleichung (I^), Nr. 4, 
dals nicht nur eine vorgelegte Integralkurve an allen Stellen die da- 
selbst unter (4) angegebene Gleichung befriedigt, sondern dafs auch 
umgekehrt jede Kurve, welche längs ihres ganzen Verlaufs die frag- 
liche Gleichung (4) erfüllt, eine Integralkurve von (I*) ist. 

Hieraus ergibt sich die Möglichkeit, von der Differentialgleichung 
(I^) seihst aus durch y, Aneinanderreihung von Kurvenelementen^ eine 
Integralkurve herzustellen und so den j^Prozefs der Integration^ def^ 
Gleichung zu vollziehen. 

Wir beginnen die Konstruktion etwa an einer heliehig gewählten 
Stelle der y-Ächsek^ sagen wir bei y = C, wo C eine willkürlich fixierte 
Konstante ist. Die Eichtung des ersten Kurvenelementes ist dann aus 
tg u = G (o, 0) zu entnehmen, und auch für die Richtungen der weiter 
sich anreihenden Elemente ist jedesmal die Funktion G(x, y) heran- 
zuziehen. 



Bildung von Integralkurven aus BogQnelementen. 
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Das Zustandekommen der Integralkurye sei durch Fig. 61 yer- 
sinnlicht, in welcher an Stelle der Bogenelemente endliche Geraden- 
Stückchen stehen. 

Wechseln wir die Anfangskoordinate C, so kommen wir zu einer 
neuen Integralkurye. Der willkürlichen Auswahl yon C entsprechend 

Fig. 61. Fig. 62. 





finden wir somit nicht nur eine, sondern gleich unendlich viele Integräl- 
Icurven, welche (vergh Fig. 6J2) eine Kurvenschar bilden (siehe S. 147), 
Die Integralkurven müssen wir dabei als durch die Anfangs- 
koordinaten C bedingt ansehen und schreiben die Integralgleichung 
deshalb ausführlich in der Gestalt: 

(1) . . . g{xy y,C) = oder y = f(x, C), 

falls wir nach y auflösen. 

Lehrsatz: Insofern inf(XfC) ^eine'' mllkürliche Konstante 
enthalten ist, sagt man, es gäbe für eine Differentialgleichung erster Ord- 
nung zwischen zwei Variäbelen x, y y^einfach"' wnendlich viele Integrere y, 
denen eine ^Schar^ von Integralkurven entspricht. 

Erklärung: Denkt man C inf(Xj C) noch unbestimmtj so spricht 
man vom y,äll gemeinen"' Integrale der Differentialgleichung; jede spezielle 
Auswahl von C liefert ein sogenanntes j^partikuläres^ Integral. 

Übrigens bleibt hier dahingestellt , ob die Funktion /(a;, C) eine 
„elementare** Funktion ihrer beiden Argumente x, C ist oder nicht. 

Die yorstehenden Entwickelungen sind unmittelbar yorbildlich für 
den Fall der Gleichungen (II»), S. 161. 

Wir beginnen die Aneinanderreihung yon Euryenelementen, welche 
im Baume der Proportion (5), S. 161, entsprechend zu richten sind, 
etwa mit dem willkürlich zu wählenden Punkte x = Ci, z = Cq der 
a;;?- Ebene. 

Den beiden willkürlichen Gröfsen Ci, C^ entsprechend gewinnen 
wir zweifach unendlich viele Integralkurven , deren Gleichungen wir 
analog wie in (1) so schreiben: 

(2) . . gi (x, y, z, Oj, O2) = 0, g^i {x, y, z, Oi, Ca) = 0, 

11* 
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oder nach y und z aufgelöst: 

(3) • . . 2/ = /i (^» ^1» ^2)» -^ = /s (^, Gl, Ca). 

Lehrsatz: Die simultanen Differentialgleichungen (II"), S. i^i, 
haben zweifach unendlich viele Systeme von Integralen (3). Man spricht 
vom y^allgemeinen'^ Integralsystem, falls die Ci, C^ unbestimmt bleiben, 
während jedes spezielle Wertsystem Oi, Oj ein ,^ partikuläres^ Integral- 
System liefert. 

Die partielle DiSerentialgleichnng (III*), S. 161, betreffend, erwäge 
man, dals jede Fläche, bei welcher an der einzelnen Stelle das gemäfs (9), 
S. 162, gerichtete Linienelement in der Fläche gelegen ist, eine Integral- 
fläche ist.' 

Die zweifach unendlich vielen Integralknrven der simultanen 
Differentialgleichungen : 

/4>v . . . ^ _ ^2 (a?, y, ^) dz_ _ Hs (x, y, z) 

dx Hl (x, y, z) ' dx Hi (x, y, z) 

liefern uns nun gerade die Linienelemente der Richtungen (9), S. 162. 

Lehrsatz: Man gewinnt stets eine Integralfläche der Differential- 
gleichung (III^), wenn man aus den zweifach unendlich vielen Integral - 
kurven von (4) eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit, welche eine 
Fläche bildet, herausgreift. 

Dies kann in verschiedenen Weisen durchgeführt werden. Man 
kann z. B. in der o?^- Ebene eine willkürliche Kurve, welche durch 
z = i(x) dargestellt sei, vorzeichnen und die von den Punkten dieser 
Kurve ausziehenden Integralkurven der Schar (4) zu einer Fläche zu- 
sammenfassen. 

Lehrsatz: Für die partielle Differentialgleichung (III^) existiert 
ein Integral z, welches sich für y = auf die „willkürlich wählbare'' 
Funktion % (^) ^0^ ^ reduziert. Bleibt letztere Funktion unbestimmt^ so 
spricht man vom ^^allgemeinen'' Integral; jeder besonderen Ausicahl von 
X(x) entspricht ein y, partikuläres'' Integral. 



Zweites Kapitel. 



Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung mit 

zwei Yariabelen. 



1. Differentialgleichungen ohne y. 

Kommen in einer Differentialgleichung erster Ordnung vom Typus 

dtt 
I, S. 160, nur x und -;— , nicht aber y vor, so ist die in der Normal- 

dx 
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gleicbung (1), S. 157, rechts stehende Funktion G von x allein ab- 
hängig. 

In diesem Falle können wir die Gleichung so schreiben: 

(1) . . dy = G(x)dx 

und finden somit das Differential dy der gesuchten Funktion y von x 
in X und dx allein dargestellt. 

Die Integralrechnung liefert somit: 

(2) y=i{a(x)dx + a 



Beim Gebrauch eines bestimmten Integrals lälst sich die Eon- 
stante C auch durch eine willkürlich zu wählende untere Grenze a 
ersetzen : 

X 

(3) y = {a(x)dx. 



a 



Bei der ursprünglichen, S. 85 entwickelten geometrischen Be- 
deutung der bestimmten Integrale kann man die Berechnung eines 
solchen Integrals als Ausführung einer ^fQuadratur" bezeichnen. Man 
überträgt diese Benennung auch auf die Berechnung eines unbestimmten 
Integrals. 

Beim Gebrauch dieser Sprechweise können wir sagen, die Diffe- 
rentialgleichung (1) sei durch eine y^Quadratwr^ lösbar. 

Es gilt der Satz, dafs viele (aber keineswegs alle) Differential- 
gldchwngen erster Ordnung entweder unmittelbar oder nach geeigneten 
Transformationen durch Quadraturen lösbar sind. 

Auf derartige Auflösungen durch Quadraturen beziehen sich die 
zunächst zu entwickelnden Kegeln. 

2. Iiösung von Differentialgleichungen durch Trennung 

der Variabelen. 

Man multipliziere die Funktion 6r (x, y) mit einer irgendwie ge- 
wählten Funktion W{x,y) und nenne das negativ genommene Produkt 
beider Funktionen 0{x, y): 

— W(x, y) . a{x, y) = 0(Xy y). 

Die Differentialgleichung lälst sich daraufhin in' die Gestalt : 

(1) . . . . . O(x,y)'dx+^ix,y)^dy = 

setzen, welche wir als y,zweite Normalform^ bezeichnen. 

Lehrsatz: In der zweiten Normalform (1) sind die Funktionen 
und W nur erst insoweit bestimmt, dafs ihr negativ genommener Quo- 
tient gleich der gegebenen Funktion G{x, y) ist. 



1 
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Lehrsatz: Gelingt es , eine gegebene Differentialgleichung in der 
Weise in die zweite Normälform eu setzen, dafs O nur von x und ^ 
nur von y abhängt: 

(2) <t^(x)dx + W(p)dy — 0, 

so wird das allgemeine Integral durch Quadraturen in der Form: 



(3) 



[o{x)dx + f 



)dx + \W{y)dy= C 



gewonnen. Biese Art der Lösung wird als die „Methode der Trennung 
der Variäbelen^ bezeichnet, insofern im ersten Gliede von (2) nwr x 
und dXf im zweiten nur y und dy vorkommen. 

Um Formel (3) zu beweisen, führe man eine dritte Variabele z 
ein, indem man dz = 0{x)dx setzt. Dann ist dz =^ — W(y)dy, 
und man hat somit: 



•=l 



<& (x) dx 



+ C„ -z = {w(r,)dy + Ca. 



Die Addition dieser Gleichungen liefert Formel (3) , falls man die 
negative Summe von Oj und G-2 durch C bezeichnet. 

Beispiel. Es sollen alle ebenen Kurven gefunden werden, für 

welche die Subtangente jedes Punktes die konstante Länge 1 hat. 

Nach S. 41 ist die Subtangente Sf im 

d X 
einzelnen Punkte einer Kurve durch y -- 

dy 

dargestellt. Soll demnach St stets = 1 

sein, so gilt die Gleichung: 



Fig. 63. 




y -- = l oder 
' dy 



dy 



dieselbe stellt die „Differentialgleichung der 
gesu^chten Kurve^ dar. 

Die Trennung der Variabelen und Lösung 
wird vollzogen durch: 



dx ^ = 0, 

y 



X 



log y = c, 



woraus man y = e'~^ als allgemeines Inte- 
gral erhält. 
Schreiben wiV hier noch e~^ = C, so nimmt das allgemeine Inte- 
gral die Gestalt y = C^ an. 

Für 0=1 gewinnt man die Exponentialkurve, für welche die 
Eigenschaft konstanter Subtangente durch Fig. 63 versinnlicht 
werden mag. 



Methode der Trennung der Variabelen. 167 

3. Lösung der Differentialgleichungen vpn der Gestalt 

dx \xj 

Die Funktion G von o; und ^ möge jetzt im Speziellen : so gebaut 
sein, dals sie als Funktion allein vom Quotienten — angesehen werden 

kann; wir bedienen uns dieserhalb direkt der Schreibweise 6r ( — J und 
haben es hiernach zu tun mit der Differentialgleichung: 

(1) • .^/ = a(^). 

dx \xj 

Lehrsatz: Die Auflösung der Bifferentialgleichung (1) gelingt 

nach Substitution der neuen Variabelen z •= -~ vermöge der Methode d&r 

Trennung der Variabelen und liefert als allgemeine Integralgleichung: 

, ^ dz ^ 

tvobei man nach Berechnung des Integrals linker Hand für z wieder 
— gesetzt denke. 

Durch Differentiation von y ■= xz folgt nämlich: 

dy _ dz 
dx dx 

so dats sich die Differentialgleichung transformiert in: 

X \- z =:^ G.(z) oder -7^—r\ ^— =^ 0. 

dx X G{z) — z 

Hier ist die Trennung der Variabelen vollzogen, und die Inte- 
gration liefert die Formel (2). 

4. Lösung der linearen Differentialgleichungen erster 

Ordnung. 

Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung hat nach (5), 
S. 158, die Gestalt: 

F,{x)^ + F,{x)y=G{x). 

Bringen wir die rechts stehende Funktion G{x) mit auf die linke 
Seite und teilen die Gleichung durch I\ (a?), so entspringt als y,Normal- 
form^ der linearen Differentialgleichung erster Ordnung: 
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(1) ^ + P{o:)y + Q{x) = 0, 

WO P(x) und Q(x) irgend welche Funktionen von x sind. 

Um diese Differentialgleichung zu lösen , verstehen wir unter z 
irgend ein partikuläres Integral der linearen „homogenen^ Differential- 
gleichung : 

die mit (1) in den beiden ersten Gliedern gleichgebaut ist. 

Die Gleichung (2) ist durch Trennung der Variabelen lösbar und 
liefert : 

— fP{x)dx 

(3) z = e -^ , 

Der Quotient von y und z heitse u\ dann ist: 

dy du , dz 

ax ax ax 

so dals die Differentialgleichung (1) die Gestalt annimmt: 

du /dz 



dx 



+ u(^^ + zP(x)^ + Q(x) = 



oder mit Rücksicht auf (2): 

js^ ^ Q{x) = oder du = — -^ dx. 

dx z 

Da z als Funktion von x aus (3) bekannt ist, so folgt durch 
Integration der letzten Differentialgleichung: 

u= G — \ ^^ dx, 



= c-f«| 



wo C die Integrationskonstante ist. 

Durch Wiedereinführung* von y und Einsetzung des in. (3) be- 
rechneten Ausdrucks von js: ergibt sich der 

Lehrsatz: Die lineare Bifferentiälgleichu/ng erster Ordnung (1) 
ist durch Quadraturen lösbar und besitzt als allgemeines Integral : 

(4) . . ^ = e-•^^^^'''^[c-j(2(x).e•^'^^"''rf^]. 

Eine andere Auswahl der Integrationskonstanten bei j P(x)dx 

J 
hat allein eine Veränderung der Konstanten C in (4) zur Folge. 

Beispiel. Im Falle der Differentialgleichung: 

dy X 1 

Jx ~ l ^~x^^ ~' \ +x^ ~~ 

ist die Funktion z gegeben durch : 
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C xdx 



Jr 



+ a:2 VgZofifO+a«) 



Die oben mit w bezeichnete Funktion wird demnach hier: 

und man findet als allgemeines Integral: 

y = X + C Vi + XK 

6. Der integrierende Faktor einer Differentialgleichung 

erster Ordnung. 

Eine Differentialgleichung erster Ordnung sei in der zweiten 
Normalform gegeben: 

(1) . . . . . O(x,y)dx+^(x,y)dy = 0, 

Wir multiplizieren die linke Seite mit einer Funktion fL(Xf y) von 
X und y und erhalten so unter Gebrauch der Abkürzungen: 

(2) ^ {x, y) O {x, y) = (p (x, y\ ^ {x, y) W {x, y) = t (x, y) 
als neue Grestalt der Differentialgleichung: 

(3) (p{x, y)dx ^- i\}(x, y)dy =^0. 

Erklärung: Die Funktion (i (x, y) keifst ein ^^integrierender 
Faktor^ der gegebenen Differentialgleichung (1), falls die linke Seite von 

(3) für y^unahhängig gedachte Variabde x, y^ ein totales Differential 
darstellt (vergl, S. 119 und S. 1J25), 

Erster Lehrsatz: Für jede Differentialgleichung (1) existiert 
mindestens ein integrierender Faktor, 

Es existiert nämlich nach S. 163 für (1) eine Integralgleichung 
g{Xy y, C) = 0, die wir nach C auflösen und in die Gestalt setzen: 

(4) hix,y)= a 

Somit wird der aus (4) zu berechnende Differentialquotient: 

(-) 

dry __ _ \dxj 
dx 



o 



für alle Wertepaare Xj y mit dem aus (1) entspringenden Quotienten 

— m S^^^^^ 8®'^- I^iß Gleichung: 

/dh\ dh dh 

\dx/ . dx dy 

~= — -^TT. oder — 



^ 0(x,y) ^(x,y) 



(i 

besteht also für unabhängig gedachte Variabelen a;, y. 
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Bezeichnen wir die einander gleichen Seiten der letzten Gleichung 
mit fi (a?, y) , so ist (i in der Tat . ein integrierender Faktor ; denn 
(^Odx + i^^dy) ist das totale Differential der Funktion li{x, y). 

Zweiter Lehrsatz: Mit dem soeben aus h(x, y) abgeleiteten 
Faktor ii(Xy y) ist atich: 

(5) • • • • t^i (a?» y) = ^ (äj, y) ' xU^ (^^ y)l 

wo X eine „willMrlich wählbare Funktion^ bedeutet, ein integrierender 
Faktor von (1). Es gibt somit für (1) unendlich viele integrierende 
Faktoren, 

Man bezeichne nämlich, indem man x und y auch weiterhin als 
unabhängig von einander ansieht, h{Xy y) als Funktion von x und y 
abgekürzt durch z =^h(Xy y). 

Dann gilt für das totale Differential dz dieser Funktion: 

^Odx + ^Wdy = dz, 

woraus sich durch Multiplikation mit der willkürlich zu wählenden 
Funktion % (z) ergibt : 

[iX'{0dx + "Fdy) = x(^)d0 = d^{x{e)dz^. 

Das Integral rechter Hand denke man ausgerechnet und darauf 
z = h(Xj y) gesetzt; alsdann steht rechts das totale Differential einer 
Funktion von x und t/, so dafs ^ix ^° ^^^ ^^^ ®i^ integrierender 
Faktor ist. 

Dritter Lehrsatz: y^Jeder^ integrierende Faktor von (1) ist 
durch fi und h in der Gestalt (5) darstellbar. 

Ist nämlich M{Xj y) irgend ein integrierender Faktor, so möge 
die mit M multiplizierte linke Seite von (1) das totale Differential von 
Z = H{x, y) sein: 

üf . {Odx + Wdy) — dZ= dH(x, y\ 

Man findet somit: 

so dals für je zwei einander entsprechende totale Differentiale dZ 
und dz der Funktionen Z = H(x,y) und z = h(x, y) die Be- 
ziehung gilt: 

(6) dZ=(^^\dz. 

Ändert man somit x und y derart, dals z konstant bleibt und 
also dz = ist, so ist auch dZ = 0, und also bleibt auch Z kon- 
stant. 

Man berechne nun y aus z = h(x, y) in der Gestalt y = r^ (x, z) 
und trage diesen Ausdruck in Z ein. Z ist auf diese W eise darstellbar 
in der Gestalt: 
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Z = H[x, ri {x, z)] = F{x, z) 

als Funktion von x und z. 

Da nun diese Funktion F{x, z), falls wir nur x ändern und z 
konstant erhalten, unyeränderlicli ist, so ist sie von x unabhängig und 
eine Funktion von z allein, die wir F(z) nennen. 

Aus Z = F(z) und (6) folgt aber: 

ersetzen wir hier die Bezeichnung F' durch %, so folgt: 

M(x, y) = (i (x, y) ' x[h (x, y)l 
und also ist der aufgestellte Lehrsatz bewiesen. 

6. Partielle Differentialgleiohung für den integrierenden 

Faktor. 

Nach S. 125 hat man als hinreichende und notwendige Bedingung 
dafür, dals {q)dx -|- tl^dy) ein totales Differential ist, das Bestehen 
der Gleichung zu fordern: 

dq>(x,y) a ^ (X, y) 

— — -■■■ I . ■ — ■ ^^^^ — — ■ — ■ « 

dy dx 

Damit ft ein integrierender Faktor der Gleichung (1), S. 169, ist, 
hat man als hinreichende und notwendige Bedingung zu fordern: 

dy dx 

Durch Weiterentwickelung dieser Relation entspringt der 

Lehrsatz: Jeder integrierende Faktor ^ der Differentialgleichung 
(1), S. 169, Toef riedigt die „lineare partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung^ : 

dx dy \dx dy J 

und umgekehrt ist jede diese Gleichung befriedigende Funktion ^(x, y) 
ein integrierender Faktor, 

Die Gleichung (1) ordnet sich dem Ansätze (III*), S. 161, unter. 
Der oben (S. 164) geführte Existenzbeweis der Lösungen dieser 
Gleichung (III*) liefert uns also einen neuen Beleg für die Existenz 
von integrierenden Faktoren. 

Gibt es einen von y unabhängigen Faktor fi, so gelten für 
diesen die Gleichungen: 

du du , du 

^ = J^ und ^ = 0, 

d x d X y 

so dals die Gleichung (1) liefert: 
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/ox i ^ — 5l ^ 

^^ II dx W 

Da IL hier nur von o:; abhängt, so mufs dasselbe von der linken 
und also auch der rechten Seite dieser Gleichung gelten. 

Fällt andererseits in dem ausgerechneten Ausdrucke der rechten 
Seite yon (2) die Variabele y heraus, so findet man durch Lösung der 
n gewöhnlichen^ Differentialgleichung (2) für ft eine Funktion von x 
aliein, die (1) befriedigt und also einen integrierenden Faktor darstellt. 

Lehrsatz: Zeigt sich, dafs aus dem Quotienten ( -^ -— j: W 

die Variabele y herausfällt^ so gibt es den nur von x alihängenden inte- 
grierenden Faktor: 

(3) . . . . . . /Li= C-e-' ^ 

Entsprechendes gilt fär den Fall, dafs ein nur von y abhängender 
integrierender Faktor existiert. 

7. Lösung der Differentialgleichung vermöge eines 

integrierenden Faktors. 

Lehrsatz: Liefert die linke Seite einer Differentialgleichung (1)^ 
S.169, nach Zusatß eines integrierenden Faktors [i das totale Differential 
((pdx -\- ^dy) der Funktion h(Xy y), so ist die allgemeine Integral- 
gleichung : 

(1) h(x,y)= C. 

Da nämUch die Gleichungen: 

^ = 9 (a:, t/) = ft • a>, — = ilf{x, y) = fi^W 
gelten, so befriedigt der aus (1) zu berechnende Differentialquotient 

dy 



dx 



zufolge der Gleichung: 



\dx> 



dy_ __ _ \dx ' _ _ f{x^j) _ _ ^{x, y) 
dx f^^\ '^{xy y) ^i^(x, y) 



o 



die vorgelegte Differentialgleichung. 

Die Berechnung von h{x, y) aus tp und ^ leistet man nach (6), 
S. 126, vermöge der Formel: 



(2) 



. . . Ä (a;, </) = 9 da; + I N» — 7^ 9 dx d^. 
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Beispiel. Für die Differentialgleichung: 

{x^y ■\- y -\- X) dx -\- {x -\- o?*'-) dy = 
ergibt sich: 

dy dx 2x 

W "" ~ r + x^' 

so dals hier ein von y unabhängiger integrierender Faktor existiert. 

Für denselben findet man aus Formel (3), Nr. 7, wenn man in 

letzterer 0=1 setzt: 

_ 1 

so dals die mit ft multiplizierte Differentialgleichung: 

(y + Y^rj^ ^^ ^ xdy = o 

lautet. 

Die Regel (2) liefert als allgemeines Integral: 

xy -\- arctgx = C. 

8. Von den singulären Lösungen der Differentialgleichungen 

erster Ordnung. 

Die durch: 

(1) giocy y,C) = 

dargestellte Schar der Integralkurven einer vorgelegten Differential- 
gleichung erster Ordnung möge eine einhüllende Kurve besitzen. Da 
letztere nach dem Lehrsatze von S. 147 an ihrer einzelnen Stelle die- 
selbe Tangentenrichtung besitzt, wie die durch diese Stelle hindurch- 
laufende Kurve der Schar (1), so stellt auch die einhüllende Kurve 
eine Integralkurve der Differentialgleichung dar. 

Lehrsatz: Besitzt die Schar (1) der Integrälkurven eine ein- 
hüllende Kurve j so liefert letztere ein neues Integral der Differential- 
gleichung, welches nicht zu den aus (1) durch besondere Werte C zu ge- 
winnenden jpartikulären Integralen gehört. Dieses neue Integral wird 
als das y^singuläre"' integral der Differentialgleichung bezeichnet. 

Nach S. 148 gewinnt man die Gleichung der einhüllenden Kurve 
durch Elimination von C aus den beiden Gleichungen: 

(2) . . . . g(x,y,C) = 0, ^^'\^ = ^. 

Diese Elimination wurde S. 148 so vollzogen, dafs wir die zweite 
Gleichung (2) nach C auflösten: 

(3) C = h{x,y) 
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und diesen Ausdruck von C in die erste Gleichung (2) eintrugen: 
(4) 9[xy yyh (x, y)] = 0. 

Man kann auch durch direkte Rechnung zeigen, dals in der durch 
diesen Eliminationsprozels zu gewinnenden Gleichung (4) eine Integral- 
gleichung vorliegt. 

Schreiben wir nämlich die Gleichung (4) kurz g(Xf y^C) = 0, 
indem wir unter C die Funktion h(x,y) verstehen, so liefert die durch 
(4) gegebene implizite Funktion y von x nach der Differentiationsregel 
für zusammengesetzte Funktionen (vergl. S. 121 und S. 120): 

dy dx dC dx 

^^ d^~~ dg_ dg_dC^ ' 

dy "^ dC dy 

Nun ist für jede Stelle (Xy y) der Kurve (4) vermöge des zu- 
gehörigen Wertes C die Gleichung tj— = erfüllt [vergl. zweite Glei- 

chung (2)]. 

Gleichung (5) reduziert sich somit auf: 



dy 
dx 



[dx) 
\dy) 



dy 
Dieser Wert -r— genügt aber in der Tat der Differentialgleichung; 
a X 

denn er wird gewonnen, wenn man die in (1) hei konstantem C dar- 
gestellte Lösung y der Differentialgleichung nach x differenziert. 
Beispiel. Die Gleichung: 

(6) y = xy' + Vi + 2/'^ 

d y 
in welcher y' zur Abkürzung für — — steht, erweist sich nach Fort- 
an; 

schaflFung der Quadratwurzel als eine Differentialgleichung erster Ord- 
nung zweiten Grades. 

Man kann bei diesem Beispiele durch einen ^Differentiations- 
prozefs'^ zur Kenntnis der Integrale gelangen, eine^Methode, die jedoch 
nur in vereinzelten Fällen zum Ziele führt. 

d^y 

Differenziert man nach x, so folgt, sofern wir für ■^— r abkürzend 

ax^ 

y*' schreiben: 

Dies Resultat erfordert, dafs entweder die erste oder diia zweite 
der beiden folgenden Gleichungen besteht: 
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y' 
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(I) y" = o. 



(II) x = - 



yi + y'^ 

Gilt die erste Gleichung, so folgt, dals y' einer Konstanten C 
gleich sein murs; und man gewinnt aus (6), indem man y' r= C ein- 
trägt, das allgemeine Integral: 

(7) y=Cx + Vi + CK 

Gilt Gleichung (II), so setze man ihr entsprechend den Wert 

; für X in (6) ein und findet: 

1 

y - 



Vi + y* 

Quadriert man diese Gleichung und die Gleichung (II) und addiert 
sodann beide, so ergibt sich das singulare Integral: 

(8) xi ^ y^=l. 

Die Gleichung (8) stellt einen Kreis dar, die Gleichung (7) aber 
die Schar der Tangenten desselben. 

Man wird übrigens aus der Gleichung (7) sehr leicht durch den 
oben allgemein entwickelten Eliminationsprozels die Gleichung (8) ge- 
winnen. 

0. Von den isogonalen Trajektorien einer Kurvenschar. 

Erklärung: Eine Kurve ^ welche die Kurven einer gegebenen 
Schar immer unter dem, gleichen Winkel ^ durchschneidet, hei f st eine 
^gleichwinkelige"^ oder y^isogonale Trajektorie"' dieser Schar. Ist ins- 
besondere d' ein rechter Winkel, so spricht man von einer y,orthogonalen 
Trajektorie^ . 

Die gegebene Schar, welche durch g (x, y^ (J) = dargestellt sein 
mag, besitzt stets eine ganze Schar 
isogonaler Trajektorien eines ge- 
gebenen Winkels -O", die wir etwa 
durch gi {x, y, d) = dargestellt 
denken. Offenbar ist das Verhältnis 
beider Scharen ein gegenseitiges. 

Als Beispiel benutze man die 
Schar aller Geraden durch den Null- 
punkt der xy-^hene. Die konzen- 
trischen Kreise um diesen Punkt 
liefern dann die Schar der ortho- 
gonalen Trajektorien (vergl. Fig. 64). 

Ist die Schar g (x, «/, C) = ge- 
geben, so kann man die Differential- 



Fig. 64. 
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gleichung für die Schar der Trajektorien des Winkels d" in folgender 
Art aufstellen. 

Ein beliebiger Punkt P habe die Koordinaten x, y. Um die durcli 
ihn hindurchziehende Kurve der gegebenen Schar zu finden, löse man 
g (fl5, y, C) = nach C in C = h (x, y) auf. Indem man die Koordi- 
naten von P in h {x, y) einsetzt, gewinnt man den zu der gewünschten 
Kurve gehörenden Wert des Parameters C, 

Die Eichtung der fraglichen Kurve im Punkte P ist durch: 

(1) . . . . tga = — , C = h{x,y) 

gegeben. 

Die durch P hindurchziehende Trajektorie des Winkels d" liefert 
zufolge Fig. 65 folgenden Differential quotienten bezw. folgende Richtung : 

dy . . /o. , X 1gd'-\-tga 

dX ^ ^ yV 1 / l_fg%'iga 



Fig. 66. 



Fig. 65. 




«1=^+« 




Trägt man für tga den in (1) berechneten Ausdruck ein, so ergibt 
sich der 

Lehrsatz: Bie Differentialgleichung der 0ur Schar g (x, y, C) = 
gehörenden isogonalen TrajeMorien des Winkels 0* entspringt durch Eli- 
mination von G aus g (x, y, C) = und : 

dy 



(2) 



dx 



(sin ^g'x -\- cos d' g'y) -\- {cos ^ g'x — sin %^ g'y) = 0. 



(3) 



Speziell für die orthogonalen Trajektorieth lauiet die Gleichung (2): 

dy 



dx 



9x — gy=^ 0. 



Beispiel. Durch y^ — Cx = ist die Schar aller Parabeln dar- 
gestellt, welche den Nullpunkt zum Scheitelpunkte und die ic- Achse zur 
Achse haben. 



Isogonale Trajektorien einer Kurvenschar. 177 

Die Differentialgleichung der orthogonalen Trajektorien ergibt sich 
durch Elimination von C aus: 

C^ + 2y = und y^ — Cx = 
dx 

und hat somit die Gestalt: 

2xdx -\- ydy = 0. 

Durch Integration findet man als Gleichung gi (x, y, Oi) = der 

Schar der Trajektorien: 

2 ä;2 _|_ ^2 — (7^. 

Hierdurch ist eine Schar von Ellipsen dargestellt, welche den 
Nullpunkt zum Mittelpunkte und eine auf der 1/- Achse gelegene grolse 
Achse haben. In Fig. 66 sind diese Verhältnisse zur Darstellung 
gebracht. 



Drittes Kapitel. 

Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung 

mit ;Kwei Variabelen. 



1. Lösung der Differentialgleichungen y^'^^ = G(x), 

Wie oben bezeichnen wir auch weiterhin die Differentialquotienten 
von y durch y\ y", y^^\ y^^\ ... 

Eine Differentialgleichung höherer Ordnung ist im allgemeinen 
nicht durch Quadraturen lösbar; doch gelingt dies in speziiellen Fällen. 

Ein erstes hierher gehöriges Beispiel liefert die Differentialgleichung 
n*®' Ordnung: 

(1) 'fy^aix), 

4 

unter 6r(a?) eine Funktion von x allein verstanden. 

Die linke Seite von (1) ist die erste Ableitung von «/^"""^^ so daCs 
man aus (1) folgert: 

rff/(«-i) = a(x)dx. 

Durch Integration ergibt sich hieraus: 
wo Ol eine erste willkürlich zu wählende Konstante ist. 

Fricke, Leitfaden. 12 
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Durch wiederholte Anwendung des gleichen Verfahrens gewinnt 
man den 

Lehrsatz: Das y,ällgemeine^ Integral der Differentialgleichung 
(1) ist: 



in) 



x*"-^ . ^ aj»-2 



(2) y = ^G(x)dX- + C, ^^-—y^ + C, ^_2^, -f - + Cn-lX+Cn, 

wo im ersten Gliede rechter Hand n Male hinter einander integriert ist, 
wnd wo die n Konstanten Ci, . . . , Cn willkürlich wählbar sind. 

Diese Eonstanten lassen sich dadurch bestimmen, dats man für n 
Verschiedene Argumente x zugehörige Werte der Integralfunktion y 
vorschreibt; man gelangt so zu einem „partikulären" Integrale der 
Differentialgleichung (1). 

2. Lösung der Difrerentialgleiohungen F (y\ y") = 0. 

Es sollen zweitens die Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 

(1) F(/,/') = 

betrachtet werden, in denen nur die zweite und erste Ableitung der 
gesuchten Funktion, aber weder diese selbst noch x auftritt. 
Man löse die Grleichung (1) nach y" auf: 

y" = G (y') 
und substituiere y' = z^ wodurch man erhält: 

dz dz 

— = Gr {Z\ dx = TT-T-r • 

dx G(z) 

Die Integration liefert: 

dz 

eine Gleichung, deren Auflösung nach z ergeben mag: 
(3) z = H(x, C). 

Setzt man jetzt für z wieder j^, so folgt: 

ax 

dy = H(x, Ol) dx, 

so dals eine erneute Integration die gesuchte Funktion: 

(4) y = {h(x, Ci)dx + C2 

liefert. 

Lehrsatz: Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung^ in welcher 
X und y selber nicht vorkommen, ist durch zwei Quadraturen lösbar, 
wobei sich im j^allgemeinen^ Integral (4) zwei willkürliche Konstanten Ci 
tmd Ca einfinden. 



(2) .' X + C,=j 
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Beispiel. Um nach der angegebenen Methode die Differential- 
gleichung : 

(') s-a[-+(a)i=« 

dy 
zu lösen, setze man —- = ^ und ffewinnt: 

dx 

dz ds z dz 

. - = .(!+.«) oder dx = ----^-^-,. 

woraus durch Integration folgt: 

z 

Zur Abkürzung schreibe man weiter: 

u = e*+^s so dats du'= u dx 
wird, während sich z wi u wie folgt darstellt: 

u 



logz — log yr+Ta = x + G^ oder ^ = e^+^i. 



z^ 



z 



yr: 



i*2 



/7^ 

Setzt man jetzt für z wieder •— ein, so ergibt sich: 

dx 

u dx , , , du 
dy = , und also dy = , ' 

yrzVa Vi - 

Die zweite Integration liefert y -\- C2 = arcsinUf ein Ergebnis, 
welches durch Wiedereinführung von x und einfache Umgestaltung als 
allgemeine Integralgleichung liefert: 

(6) a? + Ol = log sin (y + O2). 

8. Lösung der Differentialgleichungen F (y^*^~^\ y^^^) = 0. 

Die in Nr. 2 behandelte Gleichung kann als Spezialfall der fol- 
genden allgemeineren Differentialgleichung aufgefalst werden: 

(1) F (j^»-i), 3/<»)) = 0, 

in welcher autser der n^^ und*(w — 1)*®** Ableitung von y keine weitere 
Ableitung und auch x und y selbst nicht vorkommen. 

Um das Integral der Gleichung (1) zu gewinnen, lose man dieselbe 
zunächst nach y^*^^ auf: 

^^^ 5^ - ^ Kdx^O 

und führe y^*»— *) als neue Variabele z ein, womit' die Gleichung (2) die 
Gestalt annimmt: 



12 



♦ 
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Die Integration liefert: 

"» '+'^=1^' 

eine Gleichung, die man nach Ausrechnung des rechts stehenden Inte- 
grals auf die Form bringen wolle: 

(5) z = H{x, C). 

Durch Wiedereinführung von 2/^»»—'' statt z entspringt: 

(6) j~J, = H(x,C,), 

womit wir auf eine Differentialgleichung der in Nr. 1, S. 177, be- 
handelten Art geführt sind. 

Lehrsatz: Eine Differentialgleichung n^^ Ordnung, in welcher 
einzig y(*^^ und y(^^^) auftreten, läfst sich durch Ausführung einer Qu^a- 
draiur auf eine Differentialgleichung (n — 1)^^ Ordnung des S. 177 u.f, 
behandelten Typus zurückführen. Letztere Differentialgleichung wird 
unmittelbar durch (n '— 1) tveitere Quadraturen gelöst. Insgesamt stellen 
sich n willkürliche Konstanten ein, 

4. Lösung der Differentialgleichungen F (y, y") = 0. 

Als weiteres Beispiel einer durch Quadraturen lösbaren Differential- 
gleichung betrachten wir: 

(1) • • • F{i,,y") = 0, 

WO neben der zweiten Ableitung der gesuchten Funktion y nur noch 
diese selbst auftritt. 

Durch Auflösung nach 1/" setze man Gleichung (1) in die Gestalt: 

<») ?! = ««• 

Durch Multiplikation mit 2dy folgt weiter: 

Zur Umformung der linken Seite benutze man: 

d(y'^) = 2y'dy' = 2y',yUx, 
oder ausführlich geschrieben: 

" mj] = 4: • s • -• 

womit sich unsere Differentialgleichung in die neue Gestalt trans- 
formiert : 
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Gleichung (4) gestattet unmittelbar die Integration und liefert: 

dy 



m^^i" 



(i(y)dy + C„ dx = 



^2fG(y)dy + C, 
Nochmalige Integration liefert die allgemeine Integralgleichung. 

Lehrsatz: Die Differentialgleichung ziceiter Ordnung (.^), in 
welcher x und y' nicht vorkommen, läfst sich d/urch ztvei Quadraturen 
außösen und liefert als allgemeine Integralgleichung : 

(5) . . . . X = \ = 4- Co. 

}}/2/G(y)dy + C, 

Beispiel. Zur Lösung der Differentialgleichung: 
multipliziere man, wie oben, mit 2dy und findet: 

Durch Integration folgt: 

dy 
adx= --, — . — , 

so dafs die zweite Integration auf die Gleichung führt: 

^x = log (y + \y^ + C,) + C^. 

Um das allgemeine Integral y explizit zu berechnen, entnehmen 
wir aus der letzten Gleichung durch leichte Zwischenrechnung: 

— y + VFT~5; = c,^.-+'K 

Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten folgt: 

2 t/ = e-^« • e"^ — Oie^« • e-"^. 

Setzt man hier zur Abkürzung: 

e-^2 = 2Ä, — Ci e^« = 2 B, 

so entspringt als einfachste Gestalt des gesuchten Integrals: 

y = Ae^"^ + jBe-"^, 

wo A und B willkürliche Konstanten sind. 

Auch in den hyperbolischen Funktionen (vergl. S. 27) drückt sich 
y einlach aus. Da nämlich: 

ist, so folgt, wenn man A -\- B = a^ A — B = h setzt: 

y = acosh^x -\- hsinh^x. 
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5. Lösung der DifTerentialgleiohungeii F (y^*'—^\ i/(">) = 0. 

Die in Nr. 4 entwickelte Methode überträgt sich unmittelbar auf 
die Differentialgleichungen n*®' Ordnung: 

(1) F (2(<«-2), 2/(«)) = 0, 

in denen neben der w*®° Ableitung der gesuchten Funktion nur noch 
die (w — 2)*® vorkommt. 

Eine vorgelegte Gleichung (1) löse man nach if^*^^ auf: 

(2) 2/<'»> = a («/<»-2)) 

und substituiere demnächst für ^»» — 2) ^[q neue Variabele z: 



X = f ---==34^=== + Ca. 



Die damit erhaltene Differentialgleichung zweiter Ordnung für js 
liefert nach Nr. 4 als allgemeine Integralgleichung: 

dz 

)l2fG{z)dz + Ci 

Nach Berechnung des Integralausdruckes rechter Hand denke man 
die zwischen x und z erhaltene Gleichung nach z aufgelöst: 

zr= H{x, Ci, Ca) 
und führe hier wieder y ein. 

Lehrsatz: Die Differentialgleichung (1), in welcher neben y(^^ 
nur y(^—^) auftritt, kann in der bezeichneten Weise durch Ausfuhrung 
zweier Quadraturen auf die Differentialgleichung (n — ^Z**" Ordnung: 

(3) ^^ = H(x,C,,C,) 

reduziert werden, welche letztere rmch Nr. 1 durch weitere (n — J2) Qua- 
draturen lösbar ist. 

6. Auf die erste Ordnung reduzierbare Differentialgleichungen 

zweiter Ordnung. 

Lehrsatz: Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, in welcher 
entweder y oder x nicht auftritt, kann auf eine Differentialgleichung 
erster Ordnung reduziert werden. 

Im ersteren Falle hat die Differentialgleichung die Gestalt: 
(I) F(x.y\y") = 0. 

Setzen wir hier y' z= js, so ist z in der Tat durch Lösung der 
Differentialgleichung erster Ordnung: 
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(1) F(x,e,e') = 

zu gewinnen. Man erhalte z = f(x, Cj) ; dann gilt : 

(2) • • ■ ^=f(x, G^), y = \f{x, G,)dx + C«. 

Beispiel. Es sollen die Kurven gefunden werden, bei denen der 
Krümmungsradius Q eine gegebene Funktion G{x) der Abszisse x ist. 

Nach (2), S. 46, handelt es sich um die Integralkurven der Diffe- 
rentialgleichung : 

3 

(1 -f y'^Y 
(3) J = ^(^)' 

Diese Gleichung hat die Gestalt der Differentialgleichung (I). Nach 
Einführung von z = y* nimmt sie die Gestalt an: 

dz dx 

(1 + ^2)1 <^ (*) ' 

woraus man durch Integration gewinnt: 






Vi +«2 J ö(«) 

f dx 
Zur Abkürzung schreibe man H(x) für 1 ^ , « Dann liefert die 

Auflösung der letzten Gleichung nach z: 

dy H(x) + Ci 



dx yi _ iH(x) 4- Cj]» 
Die gesuchten Kurven sind also dargestellt durch: 

}\l-[H{x)+G,]^ 

Der zweite im obigen Lehrsatz gemeinte. Fall betrifft die Diffe- 
rentialgleichungen der Gestalt: 

(II) F Q,, y', y") = 0. 

Man löse dieselbe nach y*' auf: 

(4) y"=a(y,y') 

und entwickele die linke Seite so: 

n _dy^ _dy[ dy _ , dy^ 
dx dy dx dy 

Gleichung (4) liefert auf diese Weise die Differentialgleichung 
erster Ordnung für y und y': 

(5) . . . . . . . y'.^=:G(y, y'). 
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Haben wir als Lösung derselben y* = /O/, C|) gewonnen, so folgt 
weiter : 

/(y» C^i) J /(2/. ^ i) 

Beispiel. Es sollen die Kurven gefunden werden, bei denen der 
Erammungsradius Q eine gegebene Funktion G\(y) der Ordinate y ist. 

Jetzt handelt es sich um die Integralkurven der Differential- 
gleichung : 

(7) — ->, — = ^1 {yh 

welche die Gestalt (II) besitzt. 

Als Differentialgleichung erster Ordnung zwischen y und y' erhält 
man hier : 

y'dy' _ dy 

deren Integration auf: 

führt. 

Liefert die Berechnung des rechts stehenden Integrals die Funk- 
tion H(y)t so ergibt die Auflösung der letzten Gleichung nach ?/: 



■' dx H(y) -f Ö, 

Die gesuchten Kurven sind also dargestellt durch: 

7. Lineare homogene Differentialgleichungen n^^"^ Ordnung. 

Eine lineare Differentialgleichung n*®' Ordnung zwischen einer 
unabhängigen Variabelen x und einer abhängigen y hat die geordnete 
Gestalt (5), S. 158. Soll die Gleichung überdies homogen sein, so mufs 
die rechts stehende Funktion G {x) konstant gleich sein. 

Die im Gliede höchster Ordnung auftretende Funktion Fq {x) ist 
ni4M konstant gleich 0, weil sonst die Ordnung der Differentialgleichung 
< n sein würde. Wir können demnach die Gleichung durch Ff^ix) 
teilen und gewinnen dadurch als Normalform unserer Gleichung: 

wo die Pit{x) irgend welche Funktionen von x sind. 
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• ■ 

Um bei den folgenden Überlegungen die Gleichung (1) nicht 
immer wieder ausführlich schreiben zu müssen, verabreden wir, dafs 
die linke Seite der Gleichung (1) symbolisch durch 0(y) bezeichnet 
sein soll. 

Erster Hilfssatz: Ist y ein Integral der Bifferentialgleicimng (1), 
so genügt derselben atich die Funktion Cy, unter dem Faktor C eine be- 
liebige Konstante verstanden. 

Da nämlich: 

dx^ dot^ 

ist, so folgt bei der Bauart der linken Seite ^{y) von (1): 

^{üy)=C-0{y). 

Ist 0(^) = 0, d. h. ist y ein Integral von (1), so folgt auch 
0(Cy) = 0, so dals Cy in der Tat auch ein Integral ist. 

Zweiter Hilfssatz: Sind y^^ y^, ..., yv Integrale der Differential- 
gleichung (1), so ist auch: 



(2) y — yi + ?/.2 -f • • • + ?/.- 




ein solches. 




Da nämlich: 




#(^1 - 2/2 + ••• yv) d^yi 1 d^y-i 

dx^ dx^ ^ dx^ 





ist, so folgt bei der Bauart der linken Seite 0(y) von (1): 

^(^1 +- y-2 + ••• + yy) = ^(yi) + ^{y^) + ••• + <^W. 

Hier sind aber sämtliche Glieder der rechten Seite gleich 0; es 
ist also auch 0(7/) := 0, d. h. i/ = t/i + ••• + yv befriedigt (1). 

Durch Zusammenfassung der beiden aufgestellten Sätze ergibt 
sich als 

Dritter Hilf ss atz: Sind y^ y^, ..., yv irgend welche v par- 
tikuläre Integrale der Differentialgleichung (1), so genügt derselben auch 
die Funktion: 

(3) . . . . 2/ = C?i2/i 4- O23/2 + ••• + Cvyv, 

tvo Ol, ..., Cv irgend v Konstanten bedeuten. 

Hieran schliefst sich der folgende für die Theorie der linearen 
homogenen Differentialgleichungen fundamentale 

Lehrsatz: Es lassen sich (und zwar auf unendlich viele Weisen) 
n partikuläre Integrale y^ t/2, ..., yn der Differentialgleichung n***' Ord- 
nung (1) auswählen, so dafs nicht nur jede mit irgend wddien n Kon- 
stanten C gebildete Funktion: 

(4) . . . . y ^ Ciyi + ^'2?/2 + ••• + (^nUn 
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eine Lösung von (1) darstellt, sondern dafs umgekehrt ^jedes"" Zntegral y 
der Differentiälgleidiung (1) durch y^ ..., y„ in der Gestalt (4) da/r- 
stellbar ist. 

Der Nachweis dieses Satzes , welcher weitgehende funlctionen- 
theoretische Vorbereitungen erfordern würde, soll hier nicht g^e^eben 
werden. 

8. Lineare homogene Differentialgleichungen mit konstanten 

Koeffizienten. 

Als Beispiel betrachten wir die lineare homogene Differential- 
gleichung : 

mit konstanten Koeffizienten a^, ..., an- 

Wir versuchen , diese Gleichung durch die Exponentialfunktion 
y ^= &-^ zu befriedigen, unter fi eine geeignet gewählte Konstante 
verstanden. 

Setzen wir: 

du d'^u d^y 

in (1) ein, so gewinnen wir: 

y (ft" + (h^''-' + a2|t*"""^ + ••• + «n-if* + a«) = 0. 
Wenn wir demnach li als Wurzel der algebraischen Gleichung: 

(2) |Lt« + aift"-^ + «af***""^ + ••• + CLn-iii + an = 

auswählen, so wird y = e-"^ eine Lösung von (1) darstellen^ 

Die in (2) links stehende ganze Funktion n^^^ Grades von fi, 
welche dieselben Koeffizienten wie die Differentialgleichung (1) hat, 
heilse kurz /(ft) : 

fili) = ii^ 4- «ilii'*-' + a-i^i''-^ + ••• + a«-i/^ + a«. 

Lehrsatz: Sind die Wurzeln ^i, ^2> •••»ftn der älgehraischen 
Gleichung f(^) = sämtlich reell und von einander verschieden, so hat 
die Differentialgleichung (1) die n partikulären Integrale : 

(3) .... 2/1 = e"^% y2 = ^"«"^ yn = ^"n^ 

in denen sich das y,allgemeine^ Integral in der Gestalt: 

(4) .... 2/ = Oie^i* + C'aö"«^' + ••• + CnC^n^ 
darstellt. 

Ist fti eine mehrfache, etwa «-fache Wurzel von /(ft) =r 0, so 
werden a Funktionen (3) gleich y^, und die unterschiedenen Funk- 
tionen (3) geben, da ihre Anzahl <^ n ist, nicht mehr ein dem Lehrsatze 
in Nr. 7 entsprechendes vollständiges System von Integralen ab. 
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Man überlege jetzt so: Nach einem S. 99 aufgestellten Lehrsatze 
ist fti eine (a — l)-faclie Wurzel von /'(ft) = 0, eine (a — 2)-fache von 
f"(li) = u. 8. w. , sowie endlich noch eine einfache Wurzel von 

Wir nehmen für (1) wieder die Schreibweise ^(y) = auf. Die 
den algebraischen Gleichungen /'(f*) = 0, ..., /^"""^Hf*) = ^ ent- 
sprechenden Differentialgleichungen schreiben wir kurz O' (y) = 0, . . . , 
^(a— 1)(^) = 0, so dafs man ausführlich hat: 

^'(y) = n ^ + a,(n- 1) ^ +• ... + Un-ry = 0, 

+ an~2y = 0, 



Nun gilt, wenn y eine beliebige Funktion von x ist zufolge der 
Leibniz sehen Regel (S. 31): 

d'^ix-y) d'^'y , d*^-^y 

— 1— z[ — = 00 ^-— + m 3-—-: • 
dx"^ dx"^ dx^-^ 

Man hat also: 

(5) .... . (xy) = x^{y) -^ O' {y\ 

Setzen wir hier x • y für y ein und wenden auf den rechts ein- 
tretenden Ausdruck die Kegel (5) erneut an, so folgt: 

0(ic2y) = xO{xy) -f 0\xy) = x^0(y) + 2xO'(y) + 0"(y). 

Durch Fortsetzung des gleichen Verfahrens zeigt man allgemein : 

^ix^y) = x^^iy) +(^\ xT-^^'{y) + (^\ x^-^^"{y) + ••• 

Nun sei h eine beliebige ganze Zahl aus der.Reihe 1,2,...,« — l, 
und man bilde die vorstehende Relation für y^ = e"!^. Da /i-i die 
Gleichungen f{ii) = 0, . . ., ß^^(ii) = befriedigt, so gelten die 
Gleichungen 0(yi) = 0, 0\yi) = 0, ..., 0<^^y^) = 0; also ist auch 
(X^ .y) = 0. 

Lehrsatz: Eine a-fache Wurzel fi der Gleichung (2) liefert für 
die Differentialgleichung (1) die « Integrale: 

(6) .... e"^, a?^"^, x^ef"^, . . ., ir^-^e"«'. 

Auf den Fall, dafs die Gleichung (2) komplexe Lösungen hat, 
kommen wir im Anhange zurück. 
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9. Lineare nichthomogene Differentialgleiobungen 

n*" Ordnung. 

Im Anschlurs an (1), Nr. 7, schreiben wir als Normalform der in 
der Überschrift genannten Differentialgleichungen: 






+ P„_i^ + P„(aj)?/=Ö(a;), 



WO Pi(aj),..., Pn(^)j ÖW gegebene Funktionen von x sind. Bei 
Gebrauch der in Nr. 7 und 8 benutzten symbolischen Bezeichnung 0{y) 
schreibt sich die Differentialgleichung (1) kurz 0{y) = Q{x). 

Die Gleichung Q{y) = bezeichnen wir als die zur gegebenen 
Differentialgleichung gehörende yfhomogene^ lineare Differentialgleichung, 
Von letzterer denken wir n solche partikuläre Integrale ^i, ^2, ..., 2/n 
als Funktionen Yon x bereits berechnet, durch welche jedes Integral 
von 0(t/) = in der Gestalt 

(2) C,?/, + C,y^ + ••• + CnVn 

darstellbar ist. 

Für die sonach als bekannt geltenden Funktionen y^ , y^. . . . « yn 
bestehen also die Gleichungen: 

(3) . . . 0{y^) = 0, 0(2/2) = 0, ..., 0(//n) = ü. 

Man setze nun in (2) an Stelle der Ci, . . , Gn n noch nicht näher 
bestimmte Funktionen (pi{x)^ ..., 9nW von ^ ein und versuche mit 
der 80 entspringenden Funktion: 

(4) . .. y = (Pi (X) • ^1 + 92 (^) • y-i + • • • + 9« (^) • Pn 

von X der Gleichung (l) zu genügen. 

Hierbei bemerke man, dals man über die Funktionen (p^, . . ., (pn—i 
willkürlich verfügen darf, dann aber immer noch q)n so bestimmen 
kann, dafs y eine gewünschte Funktion, hier ein Integral von (1) wird. 
Man kann die Sachlage auch dahin aussprechen, dals man für die 
n Funktionen (p von vornherein (n — 1) Bedingungen willkürlich vor- 
schreiben darf, dann aber immer noch mit der Funktion (4) der Diffe- 
renitiälgleichung (1) zu genügen vermag. 

Es sollen nun die folgenden (n — 1) Gleichungen vorgeschrieben 
sein: 



(5) 






+ Vn '^ = 0, 

dx 



dx dx 

dji dq)i dy^ d^ 1 ... 1 ^ ^9^» _ q 
dx dx dx dx dx dx 






dx' 



dx 



dx' 



dx 



dx 



dx 
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Um die unter (4) definierte Funktion y in (1) einzuführen, be- 

Unter Rücksicht 



1 1- All • ^^y ^^y 

rechne man zunächst die Ableitungen -y-^ 



auf die jetzt zur Geltung kommenden Gleichungen (5) findet man fol- 
gende Reihe von Gleichungen: 



(6) 



y = ffiyi + 9>2y2 + ••• + ^nyn. 



dy 



dyx 



cz^ = ^^ ¥; + ^^ 



dy^ 
dx 



+ ... + 9? 



dyn 



dx^ ^' dx^ "^ ^^ dx^ "^ 



+ <Pn 



dx 

d^yn 

dx^ ' 



[dx''-^ ^' 6?x'*-i "^ ^^ ^Za-"-! "^ "* ~^ ^" eZa^«-i* 

Hingegen erhält man für die w*® Ableitung den 2 ?i-gliedrigen 
Ausdruck : 



(7) 



dx'' ^' dx" "^ ••• "^ ^» dx'' ?~ c7x"-i cZx "^ 



Zu dieser letzteren Gleichung addiere man nun die Gleichungen (G), 
nachdem man sie bezw. mit Pn(^)i -Pn—i W» • • «» -^i(^) multipliziert hat; 
es ergibt sich unter Benutzung der Abkürzung 0{y): 



(8) 



^0/) = <3Pi<^(//i) + 






dx^~^ dx 



+ 



dx"*-^ dx 



Infolge von (3) verschwinden hier die n ersten Glieder rechter 
Hand, und es wird demnach y in der Tat eine Lösung der Gleichung 
0(?/) = Q{oc) darstellen, wenn die Gleichung gilt: 

Diese Gleichung reihen wir als w*® den (w — 1) voraufgehenden 
Gleichungen (5) an und besiizen damit ein System von n Gleichungen 

mit den n linear vorkommenden Unbekannten — r^, -^» • • •» — r-^\ 

dx dx dx 

dyi 



wobei die Koeffizienten dieser Gleichungen //i, 1/2, 
bekannte Funktionen von x sind. 



dx ' 



. «w 



1 
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Wie eingehendere Untersuchungen zeigen, hat die Auflösung dieses 

Gleiohungssystems nach — — , ••• keine Schwierigkeit, und man lernt 

dt w-t d cPti 

auf diese Weise — p- , • • •, - ^— als Funktionen von x kennen : 

dx dx 

<>»)■ ■ ■t = *.«'^ = *.«--^ = *-w 

Die Integration dieser n Gleichungen führt auf folgenden 

Lehrsatz: Ist das allgemeine Integral (2) der homogenen Diffe- 
rentialgleichung Ö(y) = bereits bekannt, so kann man das allgemeine 
Integral der vorgelegten nichthomogenen Differentialgleichung (1) durch 
Ausführung von n Quadraturen in der Gestalt berechnen: 

(11) . . • ! ^ ~^M *i(^)^^ + ••• + ^»^ J *»(^)^^ 

Hierbei bedeuten die ^ Funktionen von x, welche man aus den Funktionen 
yif'-yyn durch Differentiation und Auflösung von n linearen Gleichungen 
in der soeben bezeichneten Weise zu berechnen hat. 

Die hier entwickelte Auflösung der linearen nichthomogenen Diffe- 
rentialgleichung (1) wird als die y, Methode der Variation der Kor^tanten^ 
bezeichnet, insofern an Stelle der Konstanten C in (2) variabele Grölsen 
(p{x) in (4) treten. Diese Methode ist von Lagrange aufgestellt. 



10. Lösung der Differentialgleichungen durch unendliche 

Reihen. 

Kann man eine vorgelegte Differentialgleichung: 

nicht durch eine sonst bereits bekannte Funktion y von x auflösen, so 
ist der Versuch angezeigt, eine der Differentialgleichung genügende 
Funktion y in Gestalt einer nach Potenzen von x fortschreitenden 
unendlichen Reihe anzugeben oder, wie man sagt, „die Differential- 
gleichung vermöge einer unendlichen Beihe zu iniegriei^en^. 

Man setzt hierbei zunächst die Reihe für y mit unbestimmten 
Koeffizienten an: 

(2) y = aQ + a-^x -\- «2^2 + •.-, 

dy d^y 
berechnet hieraus — , ;,-^» ••• und trägt diese Ausdrücke in die ge- 

ax a X 

gebene Differentialgleichung ein. 

Die so entspringende Gleichung enthält nur noch x und mufs für 

jeden Wert von x richtig sein. 
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Lälst sich demnach die linke Seite der fraglichen Gleichung selbst 
wieder nach Potenzen von x anordnen , so muls jeder einzelne Koeffi- 
zient dieser Reihe verschwinden. Die durch die Eeihe dargestellte 
„Funktion^ von x hat nämlich den konstanten Wert 0. Da nun nach 
S. 69 die Potenzreihenentwickelung einer Funktion immer deren 
Mac L aurin sehe Reihe ist, so verschwinden für die vorliegende 
,, Funktion" alle Koeffizienten der fraglichen Reihe. 

Man gewinnt so unendlich viele Grleichungen zur Bestimmung der 
Koeffizienten a^^ a^, a^^ ... im Ansätze (2). 

Die entspringende Reihe (2) wird innerhalb ihres Konvergenzbezirks 
eine der Differentialgleichung genügende Funktion darstellen und ebenda 
die Funktionswerte näherungsweise zu berechnen gestatten. 

11. Die hypergeometrische Beihe. 

Der vorstehende Ansatz soll auf die homogene lineare Differential- 
gleichung zweiter Ordnung: 

(1) . . a;(a;-l)0 + [(l+« + ^)a;-y]g + «^2, = O 

angewandt werden, wobei a, ß^ y irgend welche reelle Konstanten sind, 
von denen jedoch die dritte y weder gleich noch gleich einer nega- 
tiven ganzen Zahl sein soll. 

In (3) haben wir einzutragen: 

00 J °° 

2/ — S «k a;^ ^ = S (Ä + 1) öfc+l^^ 

fc=:0 k=0 



00 



d'y _ .... , .w. , ,. _ ... 



d^2 = 2J (^■ + 2)(fc+ l)«,+ 8a;^ 
wodurch wir erhalten: 

00 00 



00 



fc=0 

Bei der Anordnung nach ansteigenden Potenzen von x setze man: 

00 00 

«« V (fc + 2) (fc + 1) aj,+2X^ = y; A/ (&' - 1) ait- a^ 



00 



und darf demnächst den Index am Summationsbuchstaben h* wieder 
unterdrücken. 
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Indem man mit den übrigen Gliedern der vorletzten Gleichung 
ähnlich verfährt, lälst sich dieselbe in folgende Gestalt überführen: 



OD 



(2) 




[(fc + «)(* + ß) au — (k + 1) {k + y) au+i] ^ = O. 



k = 



Hier muls der Koeffizient jeder einzelnen Potenz oi^ verschwinden, 
60 dafs wir mit Rücksicht auf die über y gemachte Voraussetzung für 
die Berechnung der a^ folgende Rekursionsformel gewinnen: 



(3) 



_ (a + fc) (^ + Ä) 
(Ä; + l) (y + h) 



Setzt man noch ao = 1 , so sind alle weiteren a^c auf Grund von 
(3) eindeutig bestimmt. 

Für den Quotienten zweier auf einander folgender Glieder Uu + i 
und Uk unserer Reihe finden wir: 

ß 



a 






Uk 



■ + : ' + 1 



• J^, 



woraus wir weiter schliefsen: 



(4) 



Uni. 



^^fc + 1 



X 



Nach S. 54 konvergiert die Reihe also für \x\ <C li während sie 
für I .>t' I }> 1 divergiert. 

Lehrsatz: Die homogene lineare Differentialgleichuny (1) läfst 
sich vermöge der unendlichen Eeihe: 



(5) 



a 



a(a+ l)' ß(ß+ 1) 



« (a + 1) (« + 2 ) . ^(/3+ l)(/3 + 2) 



1 . 2 . 3 . y (y + 1) (y + 2) 

auflösen, d. h. die durch diese Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenz^ 
intervalls — 1 <i x <i -}- ^ definierte Funktion stellt ein partiktHäres 
Integral der Differentialgleichung (1) dar. 

Die Reihe (5) nennt man j^hyper geometrische Beihe^ und bezeichnet 
sie abgekürzt durch das Symbol F (a, ß, y; x). 

Durch geeignete spezielle Auswahlen der u, ß, y kann man in 
F (cc^ ß, y\ x) zahlreiche besondere Funktionen, insbesondere auch 
elementare wiedergewinnen. 

So liefert z. B. J^ (1, 1, 2; x) mit dem Faktor x versehen die 
Logarithmusreihe (vergl. S. 65): 

log (l -{- x) = xF {l, 1, 2; x). 
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Für a = — w, /5 = y = l gelangen wir nach Zeichenwechsel 
von X zur Binomialreihe (vergl. S. 67): 

(1 -\- x)*^ = F (— fw, 1, 1 ; — x). 

-^(\/-2» ^/2» V2> ^^) ergibt, mit dem Faktor x versehen, nach kurzer 
Zwischenrechnung die S. 69 aufgestellte Reihe der Funktion arcsinx: 

arc sin X = X 'F (^/2, V2» V2; ^^)- 

Betrachten wir etwa endlich noch F Im, 1, 1 ; — | für ein unend- 

lieh wachsendes m. Der Grenzübergang führt zur Exponentialreihe, 
die S. 63 aufgestellt wurde: 



e^ r= lim, F (m, 1, 1; ~ | 



Fricke, Leitfaden. jg 



Anhang. 



Komplexe Zahlen und Funktionen komplexer Yariabelen« 



1. Einführung der komplexen Zahlen. 

Die quadratische Gleichung x^ = — 1 kann weder durch eine 
positive, noch durch eine negative Zahl x, noch auch durch x = 
gelöst werden. 

Sagt man demnach (unter Beibehaltung des zunächst allein für 

positive Radikanden erklärten Quadratwurzelzeichens), y — 1 sei eine 

Lösung der Gleichung x^ = — 1, so ist in y — 1 eine dem bisherigen 
System aller positiven und negativen Zahlen nicht angehörige neue 
Zahl geschaffen. 

Diese neue Zahl y — 1, welche „imaginär^ heilst und abgekürzt 
mit i bezeichnet wird, hat zunächst ntir die Eigenschaft, mit sich selbst 
midtipUeierbar zu sein und dabei das Produkt — 1 zu geben. 

Um die Zahl i ausgedehnter in Benutzung zu nehmen, gibt 
man die 

Erklärung: Die Zähl i soll den bisherigen ganzen und gebrochenen 
positiven und negativen Zählen hinzugesellt werden, und in dem solcher- 
gestalt erweiterten Zahlensysteme sollen alle, die vier Grundrechnungen 
der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division betreffenden, 
Kegeln unverändert bestehen bleiben. 

Bei Ausführung der Operationen der Addition u. s. w. auf die 

'Zahlen des vorliegenden Systems tritt eine neue Erweiterung dieses 

Systems ein: aus zwei Zahlen a, b der bisherigen Art und der Zahl i 

erzeugt man durch Multiplikation und Addition die Zahl {a -\- i 'h) 

oder kurz (a -\- ib) 

Erklärung: Die so zu gewinnenden Zahlen (a -{- ib) heifsen 
^komplexe Zählen'^. Ist von den Zahlen a, b die letzte, b, allein ^ 0, 
so spricht man von einer j^rein imaginären"^ Zähl; und man nennt i oder 



1 - 



n •• 
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4" i die jjpositive^f — l'i oder — i die „negcUive imaginäre Einheit^, 
Ist h = Oj liegt also eine Zahl der bisher allein betrachteten Art vor, so 
spricht man von einer y^r edlen Zahl^, Im Anschlufs hieran hei f st a der 
„reelle^, ib der j^imaginäre Bestandteil'^ der komplexen Zahl (a -\- ib), 

Erklärung: Die beiden komplexen Zahlen (a-\-ib) und (a — ib), 
welche sich nur im Vorzeichen des imaginären Bestandteils unterscheiden, 
heifsen ^^einander konjugiert komplex"' oder kurz „konju^fiert''. 

Will man a und b nicht konstant, sondern variabel denken, so 
schreibe man x statt a und y statt b, wobei dann x und y veränder- 
liche Grölsen im Sinne von S. 1 sind. 

Es entspringt der Begriff der y^komplexen variablen Gröfse^ oder 
kurz der yjcomplexen Variäbelen" (x + iy), 

2. Beohnungsregeln für komplexe Zahlen. 

Für die Addition resp. Subtraktion zweier komplexer Zahlen 
(a -\- ib) und (c + id) findet man: 

(1) . . (a + ib)±(c + id) = (a ± c) + i(b ± d), 
und auf dieselbe Weise ergibt sich die Formel: 

(2) . . (a — ib)±{c — id) = (a±c) — i(b± d). 

Bei der Multiplikation beachte man, dals i^ = — 1 ist; es er- 
geben sich die Formeln: 

(3) . . (a + ib) (c + id) = (ac — bd) + i(ad + ^c), 

(4) . . (a — ib) (c — id) = (ac — bd) — i(ad + bc). 

Soll (a -\- ib) durch (c -\- id) geteilt werden, so darf (c -\- id) 
nicht mit der Zahl identisch sein. Dies vorausgesetzt, findet man: 



(5) 


c + 


ib 
id 


(a -f- ib) (c - 
(c -f id) (c - 


- id) 

- id) 


ac + 

C2 + 


bd , . 
d^ +' 


bc 
c2 


+ 


ad 
d^ 


und daneben reiht sich die Formel: 












/(i\ 






a — ib ac 


+ bd 


.bc 


— ad 








W 






c — id c^ 


+ d^ 


\^ 


+ d^ 









Aus diesen Rechnungen ergibt sich der 

Lehrsatz: Die Addition, Subtraktion , Multiplikation und Divi- 
sion zweier komplexer Zahlen ergibt jeweils als Resultat wieder eine 
komplexe Zahl. 

Ersetzt man die beiden gegebenen Zahlen zugleich durch ihre kon- 
jugierten, so geht auch die als Resultat entspringende Zahl in ihre kon- 
jugierte Zahl über. 

Beide Regeln werden erhalten bleiben, wenn wir Addition, Sub- 
traktion u. s. w. wiederholt ausüben. Als zusammenfassende Be- 
nennung für die Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und 

13* 
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PotenzieruQg (wiederholte Multiplikation) benutztea wir schon gelegent- 
lich diejenige der „rationdien Rechnungsarten^* 

Lehrsatz: Wendet man auf gegebene Jcomplexe Zahlen irgend 
welche rationalen Bechnungen an, so ist das Ergebnis stets toieder eine 
komplexe Zahl, 

Eine Gleichung, in welcher irgend welche kompleocen Zahlen rational 
verbunden erscheinen, bleibt richtig^ fäüs man alle vorkommenden Zahlen 
zugleich durch ihre konjugierten ersetzt. 

Als Spezialfall der Formel (3) merke man an : 

(7) (a -f ib) {a — ib) = a» -f b\ 

Lehrsatz: Das Produkt zweier konjugierter Zahlen ist reell und 
positiv. 





Fig. 67. 




Y 


- Achse ^^ 


>P 




x^,>^ 


b 




^^^^ 







a 


s-Ac 



3. Geometrische Beutung der komplexen Zahlen. 

Zur geometrischen. Deutung der komplexen Zahlen bedienen wir 
uns desselben Hilfsmittels, das wir oben (S. 116) zur Yersinnlichung der 

Wertepaare zweier unabhängiger 
Variabelen benutzten. Wir legen 
der fraglichen Deutung eine Ebene 
und in ihr ein rechtwinkeliges Ko- 
ordinatensystem zu Grunde und 
geben folgende 

^ Erklärung: Der Funkt P der 
Ebene mit der Abszisse x = a und 
der Ordinate y ^= b soll der Bild- 
punkt oder das Bild der komplexen Zahl (a + ib) sein (vergl, Fig, 67), 
Die Ebene heifse j^Ebene der komplexen Zahlen^ oder kurz y, Zahlen- 
ebene^, 

Die o;- Achse liefert die Bildpunkle der reellen Zahlen und heilst 
deshalb die y^reeUe Ächse^. Die ^- Achse besteht (abgesehen vom Null- 
punkte) aus den Bildern der rein imaginären Zahlen und heilst des- 
halb auch y^imaginäre Achse'"''. 

Benutzen wir statt der rechtwinkeligen Koordinaten Polarkoordi- 
naten r%', so gilt, wie Fig. 67 zeigt, a = r cos^", b = r sind'. 

Als „Polardarstellung" der komplexen Zahl (a + *^) ergibt 
sich so: 

(1) a -\- ib = r cosd" -\- ir sind^ = r(cosd' -\- i sind), 

Erklärung: Der Zahlwert des Radius vector r des Bildpunktes 
P von (a -\- ib) heifst y,absoluter Betrag'^ der komplexen Zahl (a -|- ib), 
und letzterer wird, wie S. 11, durch \a -|- ib\ bezeichnet: 

(2) \a + ib\= r = -{- Va*^ + bK 







und der Addition. I£t7 
'ergl. S. 7) und keifst 



„wAesdtränM" oder 

tankt P von (a: + iy) 

oder nicht. Im letz- 

iJllen Stallen der Zahlen- 

' Fig. S8. 






■i"»-:i;:i::i:s:i!s: 

|liw|b^^w||««|^k-^tfBcbiedenartig gewählt 
hn^^^l^^^i^^M schraffierte Stück der 

j^I^kompLezer Zahlen, 
Zahlen : 



komplexer ZahJen 
OP und ÖP der 
Fig. 69. 
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(2) . . |(a -f c) + i(h + d)\ ^ |a + ih\ -\- \c + id]', 

und dm Gleichheitszeichen gilt hier nur dann, wenn die beiden Sum- 
manden gleiche Amplitude haben. 

Dieser Sats überträgt sich sofort auf Summen einer beliebigen 
endlichen Anzahl yon Summanden. 

Noch einfacher l&Ist sich die geometrische Deutung der Addition 
fassen, wenn man die einzelne komplexe Zahl in der Zahlenebene durch 
eine solche parallel mit sich seihst verschiebbare Strecke versinnlicht, 

pj^ 7Q welche in Richtung und Länge mit 

dem von nach P gerichteten Ra- 
dius yector der Zahl übereinstimmt. 
Die Addition wird dann einfach 
vollzogen, indem man, vom Ntdl- 
punkt beginnend, die den Sum- 
manden entsprechenden Strecken nach 
der j^Begd der Streckenaddition in 
der Ebene^ an einander trägt, wie 
dies Fig. 70 im Falle dreier Sum- 
manden andeutet. Der Endpunkt der letzten Strecke ist der Bildpunkt 
der Swmme; und es gilt der Satz, dafs dieser Punkt unabhängig von 
der Anordnung der Summanden ist. 

5. Geometrische Deutung der Multiplikation komplexer 

Zahlen. 

Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen (a + ib) und (c -\- i d) 
lieferte [vergl. Formel (3), Nr. 2]: 

(1) . . (a -f ib) (c -f- id) = (ac — bd) + i{ad -h bc). 
Man zeigt nun leicht die Richtigkeit der Gleichung: 

V(ac - bdy + (ad + bc)^ = V«« ^ 5I . y^i + d^ 
welche mit Rücksicht auf (1) ergibt: 

(2) . . |(a + ib) (c 4- id)\ =. \a + ib\ ' \c + id\. 

Der absolute Betrag des Produktes zweier* komplexer Zahlen ist 
hiernach gleich dem Produkte der absoluten Beträge der beiden Zahlen. 

Bildet man demnach unter Heranziehung der Polardarstellung (I), 
Nr. 3, den Ansatz: 

r(cosd^ + isin&)'r'(cos^' + isind-') = r" (cosd" + isin%"), 
so ist r" ^= r- r', und es restiert die Formel : 

(cos-O- + isin%')'{cos%'' + isin^') = cos^" + isin^", 
(cosd-cosd-' — sin (t sin ^') + i (sind' cos d"' + cos d' sin d^') 

= cosd'" -f- isind", 

(3) . . cos(%' 4- O"') 4- ism(d + d') =■- cosd" + isinfi". 



J 
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Setzen wir die reellen Bestandteile in (4) links und rechts ein- 
ander gleich und ebenso die imaginären, so folgt: 

cosd^'' = cos(d' + d-'l sind'" = siw('9- + d-')- 

und also ist ^", Ton einem Multiplum yon 2x abgesehen (welches wir 
jedoch hier yemachlässigen dürfen), gleich (d" -\- ^), 

Durch Zusatz weiterer Faktoren entspringt der allgemeine 

Lehrsatz: Der absolute Betrag des Produktes einer endlichen 
Anzahl von komplexen Faktoren ist gleich dem ^ Produkt^ der absoluten 
Beträge dieser Faktoren; die Amplitude des Produktes ist gleich der 
j^Summe^ der Amplituden der eineeinen Faktoren, 

Einen analogen Satz für die Division zweier komplexer Zahlen 
wird man leicht aufstellen. 

Die Erörterungen der Nrn. 3, 4 und 5 verleihen sowohl den kom- 
plexen Zahlen selbst, wie den rationalen Rechnungen mit ihnen eine 
konkrete Bedeutung. 

6. Der Moivresche Lehrsatz. 

Es sei n irgend eine ganze positive ZahL 

Nach dem Lehrsatze in Nr. 5 gewinnen wir für die n^ Potenz 
einer komplexen Zahl: 

\r{cosd H- tsmO")]* = r^(cosn%^ + isinnd). 

Setzt man r = 1, so folgt: 

(1) . . . . {cos%' + isin%'Y -= cosnd" -|- isinnd". 

Formel (1) gilt auch für n = 0; denn in diesem Falle haben 
beide Seiten in (1) den Wert 1. 

Greht man zu den reziproken Werten der linken und rechten Seite 
von (1) über, so ist 

(cosd" + isind-)-*" = ^ , . . x-; 

cosnd- -\- tstnnd- 

iind durch Umwandlung der rechten Seite vermöge (5), S. 195, folgt: 

(cosd + isind')-^^ = cosn%' — isinnd". 

Nun ist für irgend einen Winkel ri stets cos ( — i?) = cosri und 
sin ( — ^) = — sin VI, Die letzte Formel liefert also: 

{cosd + isind)—^ = cos{ — n)^ -\- isin(— n)d'. 

Moi vre scher Lehrsatz: Für jede ganze positive oder negative 
Zahl n, sowie für n = gilt die Gleichung : 

(2) . . . . (cosd + isind)*^ = cosnd -f isinnd. 
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7. Badizierujig komplexer Zahlen« Einheitswtirzeln. 

Als n^ Wurzel aus der gegebenen komplexen Zahl r {cos % Ar i sin %") 
ist jede komplexe ZaU r' {cos^* -\- isind'') zu bezeichnen, deren n** 
Potenz gleich r(cos^ + isind") ist, für welche also die Gleichung gilt: 

(1) . . . r'*^(cosnd'' -\- isinn^) = r{cos%' -\- isinQ). 

n 

Es ist somit r' die eindeutig bestimmte reelle positive Zahl y r, 
während für %"' die Gleichung: 

(2) . . . 



n n 



mit einer beliebig eu wahlenden ganzen Zahl v bestehen muls. 

Zwei solche Winkel d'\ die um ein Multiplum von 27t von ein- 
ander verschieden sind, liefern ein und dieselbe Zahl r' (cosd"' -)- isind'^)» 
Man erhält also bereits alle n^^ Wurzeln aus r(cosd' -\~ isind')j falls 
man für v nur die n Zahlen v = 0, 1, 2, ..., w — 1 einsetzt. 

Lehrsatz: Es gibt stets genau n verschiedene n^ Wurzeln aus 
einer von verschiedenen komplexen Zahl r(cos%^ -\- isind'); diese n 
Wurzeln sind: 



(3) 



cos h tsm —\, 

n nj 



\r \cos \- H ) 4- istn ( j L 

' L \^ ** / \n n /J 



n 

4 ITT 



V'-h(! + v) + ^'^*^C + v)]' 



"— r / 



» + 

n 



2(n 



n 



4- tstn [ f- 



<n 



n 



)] 



Speziell für r = l, d^ =z gilt die 

Erklärung: Eine komplexe Zahl, deren w** Potenz gleich + 1 ist, 
heifst eine „w** Wurzel der Einheit^ oder kurz eine ^^n*^ Einheitswurzel^. 

Lehrsatz: Es gibt genau n verschiedene n^ Einheitsumrzdn, die 
«0» «11 •.., «n— 1 heifsen mögen; zufolge (3) ist Sq = 1 und aUgemein 
gilt: 

... 2vjt . . . 2v% 

(4) «V = cos —^ — + tstn 



n 



n 



zu bilden für v ^= 0, 1, J2j .,.., n — 1, 

Formel (2), Nr. 6, lehrt, dafs die Einheitswurzel e^ als v** Potenz 
von €] dargestellt werden ka/n/n; und der Lehrsatz in Nr. 5 zeigt, dafs 
alle n***» Wurzeln (3) aus der Zahl r (cos %" -\- i sin %") gewonnen 



Badizierung komplexer Oröfsen. Einheitswürzeln. 
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Fig. 71. 



werden, wenn wir die erste unter ihnen derBeihe nach mit Sq, s^ . . ., Sn—i 

multiplizieren. 

Die ßildpankte der Zahlen £v in der Zahlenebene liegen sämtlich 

aaf dem Kreise mit dem Radius 1 um den Nullpunkt, der kurz der 

^Einheitskreis^ heilse. Dabei teilen 

die Bildpunkte diesen Kreis in n gleiche 

2ä 
B Offen der Grölse — , und der Schnitt- 

n 

punkt des Einheitskreises mit der po- 
sitiven reellen Achse liefert den ersten 
Teilpunkt. 

Lehrsatz: Die n BildpunJäe der 
^ten FAnheitswurjseln Sy stellen die Ecken 
desjenigen dem Einheitskreise einge- 
schriebenen regulären n-Ecks dar, dessen 
erste Ecke hei x = 1, y == liegt. 

Die beigefügte Figur bezieht sich auf den Fall n = 6. 

Für die niedersten Werte haben wir explizite: 
(n =2) 6q = l, €^ = — 1, 

_ — 1+ ^V3 _ — 1 — 7 1/3 

h — 2 ' ^^"" 2 

_ -1 + ^ Vö i i/o + V 5 

^1- — r^ +2r"~2 '••• 




(n = 3) 
(n = 4) 

(n = 5) 



€0 = 1, 
«0 = 1» 



Allgemein nennen wir noch den 

Lehrsatz: Unter den n**** EinheitsuDurzeln ist im Fälle eines un- 
geraden n nur Sq ^= 1 reell , im Fälle eines geraden n aber die beiden 
Eq -= 1 und Bn = — i. 



8. Unendliche Beihen mit komplexen Gliedern. 

Erklärung: Es sei eine unbegrenzte Anzahl komplexer Zahlen 
(1) .... «1 4- ibi, Oa + i^a, a., + /bg, ••• 

vorgelegt, und es existiere eine endliche reelle oder komplexe Zahl g von 
folgender Art: Nach Auswahl einer yfieliebig'^ kleinen reellen Zahl ö, 
die jedoch > sein mufs, soll es stets einen zu diesem 8 gehörenden 
endlichen Index n geben, so dafs für alle m'^n der absolute Betrag 
9 — «m — ibm\<^8 ist. Kann wirklich eine solche Zahl g angegeben 
werden, so heifst diese Zahl die „ Grenze^ der Zahlenreihe (1) : 

(2) g = lim. (an + ibn) 



n=:oc 
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Es sei nunmehr eine nnbegrenzte Anzahl komplexer Zahlen 
«*o + ivo, Ui + iviy u^ -\- iva» •" gegeben, die wir abgekürzt tc^o» ^^u 
W2, • • • nennen : 

(3) Wo = Uo + iVoy Wi= Ux 4- ivi, Wg := «*2 + ^«'s» ••' 

Erklärung: Die aus den ^Gliedern^ Wq, w^, W2, ••• aufgebaute 
unendliche Reihe: 

(4) Wo + Wi +- tC2 + W-i + '" 

heifst j^konvergerW f wenn die Summe Sn der n ersten Glieder: 

(6) . . . . Sn = Wo -\- Wi + "- -\- Wn-i 

fü/r lim. n = 00 einer y^hestimmten endlichen^ Grenze S zustrebt; ist 
dies nicht der Fall, so heifst die Reihe „divergent^. Im erstermi Fälle 
heifst 8 der „Summenwert^ oder kurz der „ Wert^ der Reihe. 

Unter Trennung der reellen und imaginären Bestandteile in den 
einzelnen Gliedern der Reihe setze man: 

(6) U"« = Wo + Ml -f ••• + Un^ij Fn = Vo + t^i + ••• + ^n-1. 

Dann ist Sn= ^n -|~ ^ ^n ; tind man hat im Falle der Konvergenz 
der Reihe (4) bestimmte endliche Grenzwerte lim. ün und lim. Vn, wie 

auch umgekehrt aus der Existenz derartiger Grenzen .eine ebensolche 
Grenze lim. Sn folgt. 

Lehrsatz: Die Reihe (4) ist stäs und nur dann konvergent j wenn 
die beiden aus redien Gliedern bestehenden Reihen (uo -\- u^ -\- U2 -\- • • -) 
und (vo + ^1 + *'2 + • • ') konvergent sind. 

Die zur Reihe (4) gehörige ^Reihe der absoluten Beträge^ ist: 

(7) . . . . I M^o I + I «^1 1 4- 1 «^2 1 + I w?3 1 H 

Es besteht der 

Lehrsatz: IHe vorgelegte Reihe (4) ist jedenfalls dann kon- 
vergent, wenn die zugehörige Reihe der absoluten Beträge (7) konvergiert. 

Aus \wn\ = iul + vi folgt nämlich | Wn | ^ | w;„ |, | Vn | ^ 1 w« (; 
und also ist: 

hol + ki I H h k«-l|^|«^o| + 1% I H V \Wn-\\. 

I ^o|H- l^ll ^ h|«^n-l| ^ |«^o| + |«^1 IH + |M^ti-l|. 

Es wird somit weder | t*o | H + | ^n— 1 1 noch | Vo | + • • • +-| t'n-i | 

für irgend einen Index n den endlichen Summen wert der Reihe (7) 
übersteigen. 

Deshalb sind nach dem Lehrsatz 111, S. 53, die Reihen 
1 1*0 I "h I **i I + • • • uiid I t^o I + I ^1 1 + • • • konvergent und folglich nach 
dem Lehrsatz V , S. 54 , auch die beiden Reihen Wo -j- ^i + • • • und 

«^0 + «^1 + ••• 
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Hieraus ergibt sich endlich die Konvergenz von Wq -{- Wi -\- "- 
auf Grund des ersten Lehrsatzes in der vorliegenden Nummer. 

Eine j^Potenzreihe mit homplexen Gliedern^ oder kurz eine „äöw- 
plexe Potenzreihe'^ schreiben wir in der Gestalt : 

(8) Co + Ci^ 4- c^z^ + Cg-ers -f ... 

Hier ist zur Abkürzung z für die komplexe Variabele {x + iy) 
geschrieben, und auch die Koeffizienten sind im allgemeinen als kom- 
plexe Konstante zu denken Co = «o -|- ibo» ^i = % + i^i» ••• 

Die Konvergenzregeln der zugehörigen Reihe der absoluten Be- 
träge : 

(9) . . |c.H-|ci|-U| + |ca|-U|^ + |c3|-|^|*+ ••• 

sind S. 56 entwickelt. 

Falls die Reihe (9) überhaupt für Werte von |^|, die > sind 
konvergiert, so gibt es eine bestimmte reelle positive Zahl g^ die auch 
gleich 00 sein kann , der Art , dals für | ;e^ | <C ö' ^^® Reihe (9) kon- 
vergiert , während (im Falle eines endlichen g) für | ^ | ^ ^ bereits 
der Wert des Einzelgliedes | c« | • | ^ |** mit wachsendem n über alle 
Grenzen wächst. 

Die Bedingung | ^ | <[ ^ kommt , geometrisch gesprochen , darauf 
hinaus, da£s der „Punkt^ z der Zahlenebene im Inneren des Kreises 
vom Radius g um den Nullpunkt gelegen ist. 

Lehrsatz: Für eine komplexe Potenzreihe gibt es einen mit dem 
Badius g um den Nullpunkt der Zahlenebene gezogenen sogenannten 
„Konvergenzkreis'' j der sich auf einen Punkt zusammenziehen oder über 
die ganze Zahlenebene spannen kann, nämlich falls g ^= bezw, g= ao 
zutrifft Für die Werte z im Inneren des Konvergenzkreises ist die 
Reihe konvergent^ aufserhalb desselben divergiert sie, 

Ist ^ = 00 , so heilst die Reihe „unbegrenzt konvergent^, 

9. Funktionen einer komplexen Variabelen. 

Erklärung: Ist die komplexe Variabele w = u + iv derart an 
die „unabhängige^ komplexe Variabele z = x -\- iy gebunden, dafs zu 
dem einzelnen Werte der „unabhängigen^ Variabelen z stets ein Wert 
oder irgend eine Anzahl von Werten der „abhängigen^ Variahelen ic 
gehört, so heifst w eine „Funktion'^ der komplexen Variabelen z. 

Die Bezeichnungs weise der Funktionen durch Abkürzungen f{z)^ 
F(z) u. s. w., die explizite und implizite Darstellungs weise der Funk- 
tionen, die Begriffe der Inversion, der Eindeutigkeit und Mehrdeutig- 
keit, der Stetigkeit u. s. w. der Funktionen übertragen sich ^on den 
bisher allein betrachteten reellen Funktionen leicht auf die Funktionen 
einer komplexen Variabelen. 
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Erklärung: Erscheint im Ausdruck der Funktion f(z) die Va- 
riäbele z mit irgend welchen komplexen Konstanten nur durch rationale 
Rechnungen verknOpßy so heifst f(z) eine „rationale^ Funktion; kommen 
neben rationalen Rechnungen auch Würzet Ziehungen in endlicher Anzahl 
vor, so nennt man f(z) eine ^irrationale'^ Funktion von z. 

Lehrsatz: Jede rationale Funktion f(z) ist eine „eindeutiffc^ 
Funktion ihres Argumentes ; hei der Berechnung einer irrationale^i Funk- 
tion liefert das Ausziehen der *?'*** Wurzel aus einem bestimmten Aus- 
druck stets „w verschiedene Ausdrücke'' (vergl. Nr. 7). 

Zur Definition der elementaren transzendenten Funktionen für 
ein komplexes Argument machen wir einen wichtigen Gehrauch von 
den komplexen Potenz reihetu Erstlich geben wir die 

Erklärung: Die y, Exponentialfunktion'' e', sowie die ^trigono- 
metrischen Funktionen" sinz und cosz sollen für ein beliebiges kom- 
plexes z gegeben sein durch die Summenwerte der unbegrenzt konvergenten 
Potenzreihen : 

(2) . . . sin. = ,-^^-^+^^^\^^^-..., 

(3) • • • ''''- = i-T^ + i.2'3. 4--; 

Die noch fehlenden trigonometrischen Funktionen, sowie die hyper- 
bolischen Funktionen (vergl. S. 27) stellen wir nach den bei reellen 
Variabelen gültigen Formeln in den Funktionen sinz, cosz, e* dar. 

Erklärung: Die trigonometrischen Funktionen tgz und dgz 

werden durch: 

' , sinz ■ cosz 

(4) tgz=-, ctgz = —— 

cosz sinz 

definiert, die hyperbolischen Funktionen durch: 



— t 



,^. . , e — e-^ e" + e-' (f — e 

(5) smhz = , coshz = , tghz =■—, :, ••• 

2 2 ^ + ^~ 

Die in (I), (2) und (3) erklärten Funktionen sind für alle end- 
lichen Werte z eindeutig, und sie liefern, falls z einen reellen Wert 
z ^= X annimmt, zufolge S. 63 ff. die früher allein betrachteten reellen 
Funktionen e*, sinx, cosx wieder. 

Lehrsatz: DieExponentidlfunktion e^, die trigonometrischen Funk- 
tionen sin z, ,.. und die hyperbolischen Funktionen sinh z, . ., sind ein- 
deutige Funktionen des komplexen Argumentes z; für reelles z -= x 
liefern sie die früher allein betrachteten Funktionen e*, sinx, . . ., sinhx,... 
unmittelbar wieder. 



e** 
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Die Funktionen logx^ arcsinx, ..., arcctgx gewannen wir oben 
(S. 6 ff.) durch Inversion der Funktionen e*, sinx^ ..., ctgXy während 
wir die zu den hyperbolischen Funktionen inyersen Funktionen früher 
nicht besonders betrachteten. 

Erklärung: Die Funktion logz, some die zyMometrischen Funk- 
tionen arcsinz, ..., arcctgz gewinnen wir hei komplexem Argvm.ente z 
durek Inversion der Funktionen e*, sinZy ..., cotgz. 

10. Zusammenhang der Exponentialfunktion mit den 

Funktionen sinz und cosz. 

Aus Formel (1), S. 204, folgt: 

^1^1.2^ 1.2.3 ^ 

Da nun «^ = — \, i^ = — «, i* = 1, ... ist, so kann man die 
vorstehende Gleichung auch so schreiben ^) : 

= {i - ji- ^ '' 4- ^ 

V 1-2 "^ 12. 3. 4 "^ / 

, ./ ^" , ^' \ 

^ ^y 1 . 2 . 3 "^ 1 . 2 . . 5 ' * 7 " 

Der Vergleich mit (2) und (3), S. 204, liefert die erste der Formeln: 

(1) . . . c*^ = cosz -|- isinz, e~" = cosz — isinz; 

die zweite findet man auf analogem Wege. 

Durch Kombination der Formeln (1) findet man Ausdrücke für 
cos z und sin z durch die Exponentialfunktion. 

Lehrsatz: Zwischen der Exponentialfunktion und den trigono- 
metrisclien Funktionen sin und cos besteht der durch die Formeln (1) 
und ihre Umkehrungen: 

e'' + e-»' . e»^ — e-*' 

(2) . . . cosz = , stnz = -- 

2 2t 

dargestellte Zusammenhang. 

Speziell werden die Funktionen cosx und sinx mit reellem Argu- 
mente durch die «Exponentialfunktion e** mit rein imaginärem Argu- 
mente darstellbar sein. 

Da zufolge (1) der Ausdruck cosd" -\- isind^ gleich e*^ ist, so 
können wir die Folardarstellung (1), S. 196, einer komplexen Zahl auch 
so schreiben: 
(3) a + ih = re^\ 

^) Für die Umordnung der Glieder der fraglichen Eeihe sind die S. 70 
für reelle Beihen entwickelten Gesichtspunkte mafsgeblich. Eine konvergente 
Potenzreihe ist „unbedingt" konvergent, so dafs sie nach einer Neuanordnung 
ihrer Glieder den ursprünglichen Summenwert besitzt. 
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Insbesondere hat man für die n'*" Einheitswurzeln: 

2ni Ani 2(n—\)fti 

CQ If tj e y £2 e y » , *y f JJ \ — — C • 

11. Zusammenhang swischen den trigonometrischen und den 

hyperbolischen Funktionen. 

Die beiden Formeln (2), S. 205, zeigen eine analoge Bauart, -wie 
die beiden ersten Formeln (1), S. 27, vermöge deren wir die beiden 
hyperbolischen Funktionen coshx und sinhx in ^ ausdrückten. 

Da die letzteren Grleichungen auch für komplexes Argument z 
bestehen bleiben sollten, so gewinnen wir den 

Lehrsatz: Zwischen den trigonometrischen Funktionen und den 
hyperbolischen bestehen die Beziehungen: 

(1) cosz = cosh(iz), sinz = — isinh(iz)y tgz ^= — itgh(ijs)j 
die man auch auf die Gestalten umrechnen kann: 

(2) cosh{z) = cos(iz\ sinhz = — isin(iz)y ighz = — itg(iz). 
Insbesondere für den Fall einer reellen Yariabelen z = x folgt der 

Lehrsatz: Die hyperbolischen Funktionen coshx y sinhx, tghx, 
ctgh X für reelles Argument x sind identisch mit den trigonometrischen 
Funktionen cos (ix), — i sin (ix), — itg(ix), ictg(ix) des rein ima- 
ginären Argumentes ix; umgekehrt sind die trigonometrischen Funk- 
tionen cosXy sinx, tgXy ctgx von reellem Argumente x identisch mit den 
hyperbolischen Funktionen cosh (i x)y — i sinh (i x)y — i tgh (i x), i ctgh (i x) 
des rein imaginären Argumentes ix. 

Die früher wiederholt (S. 27 und S. 91 ff.) hervorgetretenen Ana- 
logien im Verhalten der trigonometrischen und hyperbolischen Funk- 
tionen sind aufGrrund der jetzt erkannten Beziehungen zwischen diesen 
Funktionen unmittelbar verständlich. 

12. Additionstheorem der Exponentialfunktion. 

Man bilde die Exponentialfunktion für die beiden komplexen 
Argumente Zi, z-i'- 

^' = ^ +T + S + ?1 + !! + •••' 

Wie eingehendere Betrachtungen zeigen, darf man diese beiden 
Gleichungen nach der Regel multiplizieren, welche für endlichgliedrige 
Summen gilt. Es entspringt dabei rechts wieder eine konvergente 
Reihe, deren Summenwert gleich dem Produkt der linken Seiten 
^1, e*« ist: 
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''- = ' + (T + 7) + @ + T-r + $ + ■•■ 

... 4- (^ -\ ^1 ~' . ^ 4- ... -J ?lZ! fa I ... I f2\ I ... 

^ \n! ^ (ti — 1)! 1 ^ ^ (w — Ä)! fc! ^ ^ n!/ ^ 

Hier sind immer die Glieder gleich hohen Grades in eine Klammer 
zusammengefatst. 

Die Summe der Glieder eines beliebigen Grades n können wir 
auch so schreiben: 

I, [4 + (1) ^r'^2 + ••• + © ^-*4 + ••• + ^s]; 

dieser Summenwert ist aber zufolge des binomischen Lehrsatzes (yergl. 
S, 31) gleich -r (^^ + js^)*". Also folgt: 

e...e^ = 1 + -^— + 2! + "■* + n\ + "•• 

Da hier rechts die Exponentialreihe für z •= e^ -h ^2 steht, so 
ergibt sich der 

Lehrsatz: IHe Eoi^onentiaJfunktion mit demArgmnmte (zi + z^ 
ist gleich dem Produkte der Exponentialfunktionen mit den Argumenten 
Zx imd z^: 
(1) e«i+«« = e'i.e«8. 

Dieser Satz heilst das j^Additionstheorem^ der Exponentialfunktion 
Durch wiederholte Anwendung der Formel (1) finden wir die etwas 
allgemeinere Gleichung : 

(2) ^i + 'i+"- + 'n = ^i-e^i "* e'n. 

Nimmt man hier alle Argpimente z mit einander gleich, so folgt 
(unter Austausch beider Seiten der Gleichung): 

(3) (e»)» = e~'. 

Man spezialisiere diese Gleichung für z = i^ und benutze die 
Formel (1), S. 205. So gewinnt man den Moivr eschen Lehrsatz (vergl. 
S. 199): 

(4) . . . (cosd^ -|- isind')*^ = cosnd" -f- isinnd" 

als eine einfache Folge des Additionstheorems der Exponentialfunktion. 

13. Additionstheoreme der trigonometrischen und der 

hyperbolischen Funktionen. 

Nach (1), Nr. 12 gilt 

Wendet man hier beiderseits die Regel (1), S. 205 an, so folgt: 
cos(zi + z^) + isin(zi -\- z^) = {coszi i isinzi) (cosz2 d: isinz^^ 
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Entwickelt man die rechte Seite einmal für die oberen, sodann 
für die unteren Zeichen, so folgt durch Kombination der beiden ent- 
springenden Formeln der 

Lehrsatz: Für die Funktionen sinz und cosz gelten die y^Additions- 
formeln'^ : 

l sin (zi + Z2) -= sin z^ cos z^ + cos z^ sin z^y 
(1) • • \ 

I cos (zi -\- Z2) = cos Zi cos Z2 — sin Zi sin z^* 

Für reelle Argumente kommt man auf die bekannten Additions- 
theoreme der Trigonometrie zurück. 

Der Übergang zu den hyperbolischen Funktionen wird durch die 
Formeln von Nr. 11 vermittelt. 



Lehrsatz: Für die hyperbolischen Funktionen sinhund cosh gelten 
die folgenden Additionsformeln: 

sinh (Zi + Z2) = sinh z^ cosh z^ + (^osh z^ sinh z^, 

* * K 

cosh(zi -\- Z.2) = cosh Zi cosh z 2 + sinh z^ sinh Zj. 



(2) 



14. Periodizität der Funktionen e^, sin z, • • •, sinh z, - • • . 

Setzt man in (1), Nr. 13, für Z2 den Wert 2 je ein und berück- 
sichtigt die Gleichungen cos 2 jr = 1 , sin 2 jr = 0, so folgt : 

(1) . . sin(z -\- 27t) = sinz, cosiz -f 2:n:) = cosz, 

Lehrsatz: Die Funktionen sinz und cosz haben die „Periode^ 
^TT, d. Ju die Werte der Funktionen ändern sich nichts falls man das 
Argument z um 2n vermehrt oder vermindert. 

Wenn man demnach die Zahlenebene, wie Fig. 72 andeutet, durch 
Parallele zur imaginären Achse in lauter Streifen von der Breite 2% 

Flg. 72. Fig. 73. 



2-2ä- 



-2jr 



z 







z + 2 



In 



4i7r 



Z-\-i7f 



1t 



Z + 2i: 



21: 



• z 



• z-2i TT 



-21: 



einteilt, so werden die Funktionen sin ^ und cos z für homologe Punkte 
der Streifen (z: B. die in der Figur markierten Punkte ^ef, ^ ± 2 ;r, • • •) 
immer wieder dieselben Werte annehmen, wie für den ersten Punkt z. 
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Ersetzt man in der Formel e'*' = cos/sf' -f- isine' das Argument 
^' durch (/ + 2 7t), so folgt, dals e»'' + 2«Ä gleich e»'' ist. Schreibt 
man hier ijs' = z, so folgt: 

(2) . e«^ + 2»7f _- gsr 

Den Übergang zu den hyperbolischen Funktionen vermitteln die 
Darstellungen derselben in der Exponentialfunktion oder auch die 
Formeln von Nr. 11, S. 206. Es findet sich: 

(3) sinh {z + 2i7i) = sinkz, cosh {z -\- 2i7c) = coshz, 

Lehrsatz: Die Exponentialfunktion e^ sowie die hyperbolischen 
FunJäionen sinhz, coshz haben die Periode 2i%^ welche rein imaginär 
ist; d, h, die einzelne jener Funktionen ändert sich nicht y falls man das 
Argument z um J2i7t vermehrt oder vermindert. 

Wenn man demnach die Zahlenebene durch Parallele zur reellen 
Achse in lauter Streifen der Breite 2 Jr einteilt (vergl. Fig. 73), so wird 
die einzelne der genannten Funktionen in homologen Punkten dieser 
Streifen stets gleiche Werte annehmen. 

15. Die Funktion logz für komplexes Argument. 

Ist w = u -\- iv und setzt man e**' = ^ = re^\ so gilt ex- 
plizite : 

gM + tv __. gM (cosv -\- isinv) = r (cosd' -\- isin^). 

Durch Trennung des Reellen und Imaginären folgt hieraus: 

e'^cosv = rcosd', e^sinv == rsind: 

Durch Kombination dieser Gleichungen gewinnt man leicht: 

c" = r, u =^ logr, v = 9' -\- 2v7t, 

wo logr der natürliche Logarithmus von r ist, welcher nach S. 6 
einen eindeutig bestimmten Wert hat, und wo v eine beliebig zu 
wählende ganze positive oder negative Zahl oder bedeutet. 
Invertiert man e^ ^= z in w = logz, so folgt: 

(1) logz = logr -f (-O" + 2v7c)i. 

Lehrsatz: Der natürliche Logarithmus logz für ein beliebiges 
komplexes Argument z ist in der Art y^unendlich vieldeutig^, dafs der 
reelle Bestandteil von logz als logr eindeutig bestimmt ist, während der 
Faktor von i im imaginären Bestandteil von logz gleich der Amplitude 
d" von z, vermehrt um ein beliebiges Multiplum von 2 tc, ist 

Die Zahl v kann man in (1) so auswählen, dals O^d" -\- 2v% <^2Jt 
wird. Diese Auswahl liefert den ^Hauptwert'^ der Funktion logz, 

Soll logz reell sein, so mufs z reell und positiv sein, und es ist 
der Hauptwert zu nehmen. 

Fr icke, Loitfaden. J4 
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Die Hauptwerte der Logarithmen negativer reeller Argumente z 
sind komplex, nämlich gleich {logr -f- ^0* 



16. Die zyklometrisohen Funktionen mit komplexem 

Argument. 

Die in Nr. 10 gewonnenen Eelationen zwischen der Exponential- 
funktion und den trigonometrischen Funktionen lassen sich durch ein- 
fache Rechnung umgestalten in Beziehung zwischen dem Logarithmus 
und den zyklometrisohen Funktionen. 

Aus (1), Nr. 10, folgt, wenn man w statt z schreibt: 

wi = log (cos w -\- i sin tv). 
Setzt man somit sinw = z und also w = arcsinz, so folgt: 



inz = -r log (iz -\- ^1 — ^^j; 



arc stn 



und eine ähnliche Formel ergibt sich für arc cos z. 
Für arctgz knüpfe man an: 



e*^* o . cosw -\- isinw 1 + itqw 



e~^* cosw — isinw 1 — itgw 

und setze hier tgw = z und also w = arctgz, 

Lehrsatz: Die Darstellung der Funktionen arc sin z und arc ig z 
durch den Logarithmus wird geliefert durch: 

' aresin z = — log Qz -|- yi— ^^^ 
(1) .... I 

\arctgz = -log[^_.^y 

Die Eigenschaften der zyklometrisohen Funktionen mit komplexem 
Argument kann man somit auf Grund der vorstehenden Relationen aus 
den in Nr. 15 betrachteten Eigenschaften des Logarithmus ablesen. 

17. Ableitungen und unbestimmte Integrale bei komplexen 

Funktionen. 

Erklärung: Von einer komplexen GröfsCj tveJche als stetige 
Variahele im Sinne der Erklärung am Anfang von Nr. 8 die Null zur 
Grenze hat, ohne mit ide^itisch zu tverden, sagt man, sie werde 
unendlich klein oder (was jedoch nicht genau ist) sie ,^sei^ unend- 
lich klein. 

Bei einer unendlich kleinen komplexen Gröfse ist demnach der 
absolute Betrag unendlich klein , während die Amplitude in keiner 
Weise beschränkt ist. 



Zyklometrische FunktioneD. Ableitungen und Integrale. 211 

Benutzen wir die am Schlüsse von Nr. 4 besprochene Deutung 
der komplexen Zahlen durch parallel mit sich verschiebbare Strecken 
der Zahlenebene, welche nach Länge und Bichtung fixiert sind, so 
würde die zu einem Differential d^ gehörende Strecke eine verschwindend 
klein werdende Länge, aber beliebige Richtung besitzen. 

Ist/(;e^) irgend eine Funktion der komplexen Variabelen ^, so ist 
der dem Argumente £i und dem Differential dz entsprechende Diffe- 
rentialquotient von /(^) gegeben durch: 

m äf{z) ^f{z + dz)-'f{z) 

^ ^ 'dz dz 

Hiermit ist genau wie bei reellen Variabelen der Grenzwert des 
rechts stehenden Quotienten gemeint, falls dz unendlich klein wird, d. h. 
falls bei beliebiger Amplitude von dz der absolute Betrag \dz\ unend- 
lich klein wird. 

Es gilt der merkwürdige 

Lehrsatz: Für alle oben härachtäen Ftmktionen f(z) ist der 
Differentialquotient eine y^nur von z^, aber ,,nicht von der Amplitude^ 
des Differentials dz abhängende Funktion /' (z) ^ welche tvieder als y^Äb- 
leitung^ oder genauer als y^erste Ableiiung'^ von f(z) bezeichnet wird. 

Es soll dies an folgenden Beispielen ausgeführt werden: 
Für die Funktion f{z) = ^»» überträgt sich die S. 20 ausgeführte 
Rechnung unmittelbar und liefert /'(^) = nz^~'^ als Ableitung. 

Für die transzendenten Funktionen knüpfe man an die Potenz- 
reihen. Durch eingehendere Betrachtungen lälst sich zeigen, dals 
man aus: 

(2) . . . f{z) = Co + C^Z + C,;8r2 -f C-^z^ -f ..., 

indem man rechter Hand gliedweise differenziert, die Potenzreihen- 
entwickelung der Ableitung gewinnt: 

f{z) = Ci + 2c^z + 3C3^2 _(_ 4c^^3 _^ , 

und dafs diese Reihe denselben Konvergenzkreis wie die Reihe (2) 
besitzt (vergl. S. 56, Schlufssatz). 

Die Anwendung auf die in Nr. 9, S. 204, angegebenen Reihen lehrt: 

d(<^) . dsinz dcosz 

-i, — =: e^ — - — = cosz^ —, — = — stnz. 
dz dz dz 

Durch Fortsetzung dieser Betrachtungen findet man, dafs über- 
haupt alle aus dem ersten Abschnitt bekannten DiSerentialformeln für 
die komplexen Variabelen erhalten bleiben. 

Bei der unbestimmten Integration der Differentiale gelangten wir 
im dritten Abschnitt zu Gleichungen, welche nichts weiter als formale 
Umgestaltungen der Gleichungen der Differentialrechnung waren. Wir 
erhalten somit folgenden 



212 AnhaDg: Komplexe Zahlen und komplexe Funktionen. 

Lehrsatz: Alle im ersten und im dritten Abschnitte hei der 
Differentiation und der unbestimmten Integration unserer Funktionen 
gewonnenen Formeln bleiben unverändert bestehen y falls an Stelle des 
damaligen reellen Argumentes x und Differentials dx komplexe z und dz 
tretest, und falls andererseits die etwa im Ausdruck von f(z) vor- 
kommenden konstanten Koeffizienten komplexe Werte haben. 

18. Bemerkung zur Integration rationaler Differentiale. 

Die Integration der rationalen Differentiale wurde oben (vergl. 
S. 104 ff.) unter Vermeidung komplexer Grölsen durchgeführt. 

Gebrauchen wir komplexe Zahlen, was uns jetzt frei steht, so ge- 
stalten sich die genannten Entwickelungen weit einfacher. 

Für eine rationale Funktion B{z)^ welche komplexes Argument 
hat und natürlich auch komplexe Koeffizienten aufweisen darf, haben 
wir zunächst der Gleichung (4), S. 101, entsprechend die Zerlegung: 



fE(.) = ^(.) + --^- + -^^ + ...+ ^« 



(1) 



{z — aY ' (-er — a)«-i ' ' z — a 
+ 

j J^i _ j ^2 |_ , Lx 

"1- {z — iY "^ (^ — ly-' ^ '" ^ Z — V 



wo Gr{z) eine ganze Funktion ist und die Ai<, A^^ ..., «, &, ... kom- 
plexe Werte haben dürfen. 

Die Integration liefert nun einfach: 



(2) 



\Bm. = j ai.)ä. - (^-^,)„^. 



+ Aa log {z — ä) 



L, 



+ Lx log (z — l) 
als eine „aZZe" Fälle umfassende Formel. 

Hat M{z) reelle Koeffizienten, so kommen in (2) rechter Hand 
etwaige komplexe Glieder immer zu Paaren konjugiert vor. Zwei 
solche Glieder lassen sich dann zu einem einzigen reellen Ausdruck zu- 
sammenfassen. Auf diese Weise gewinnen wir die S. 104 ff. ent- 
wickelten Ergebnisse wieder. 

Um dies etwa an den logarithmischen Gliedern durchzuführen, 
knüpfen wir an zwei konjugierte Partialbrüche: 

A' + JÄ" A' - JA" 

''^ ■ ■ ■ ■ e — a'- ia" "*" z — a' -\- ia" ' 
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welche bei der Integration ergeben: 

(4) (Ä' + i A") log {z^a' — i a") + {A' - i A") log (z - a' + i a!'\ 

Um nun diese beiden Glieder unter Zusammenfassung in einen 
reellen Ausdruck umzugestalten, schreiben wir erstlich an Stelle 
von (4): 

A^Jog[{z-a'-ia''){z-a'Jria")]^2r^.log^^^ 

+ iÄ'log(r- 1). 

Das letzte Glied, welches konstant ist, kann fortbleiben, da es 
sich hier um eine „unbestimmte" Integration handelt. Für das 
vorletzte Glied benutzen wir die aus. (1), S. 210, entspringende 
Gleichung : 

1 , a"^i{z — o!) , z—a' 

2 ^ a —%\z — a ) a 

So folgt als Integral des Ausdrucks (3): 

^ ^og [(z — a'Y + a"2] — 2 A' arc tg ^^^ • 

Ol 

Zu dem gleichen Resultate werden wir geführt, wenn wir die 
beiden Partialbrüche (3) vor der Integration zu einem reellen Aus- 
drucke zweiten Grades zusammenfassen und sodann die Integration 
nach der Regel (III), S. 104, durchführen. 



19. Bemerkung über lineare homogene Differentialgleichungen 

mit konstanten Koeffizienten. 

In der S. 186 ff. gelieferten Behandlung der in der Überschrift ge- 
nannten Differentialgleichungen haben wir den Fall, dafs die daselbst 
unter (2) angesetzte algebraische Gleichung n^^^ Grades komplexe Wur- 
zeln aufweist, ausgeschlossen. 

Wie wir jetzt wissen, gelten die in den beiden damaligen Lehr- 
sätzen ausgesprochenen Ergebnisse ohne weiteres auch im Falle kom- 
plexer Lösungen fi. 

Wir halten etwa an der Voraussetzung fest, dafs die Koeffizienten 
ai, a2, ..., ttn der Differentialgleichung reell sind, nehmen indessen an, 
dafs die Gleichung: 

(1) . . . ft»» + aift"-i + ••• + «n-if* + an = 

das Paar der komplexen Wurzeln: 

a-fach besitze. 

Dann liefert der Lehrsatz von S. 187 die 2a Integrale: 



(2) 



214 Anliang: Komplexe Zalilen und komplexe Funktioneu. 

^x-iX)x^ ^g(x-a)a-^ a;2c(*-*^^*, ..., a;«-V*-»'>*. 
NuD gilt aber nach S. 205: 

Man gestalte die Integrale (2) dementsprechend um und beachte, 
dals nach den Sätzen von S. 185 sowohl die halbe Summe als die durch 
2i geteilte Differenz je zweier in (2) unter einander stehender Integrale 
wiederum Integrale der vorgelegten Differentialgleichung liefern. 

So entspringt der 

Lehrsatz: Hat die algebraische Gleichung (1) das u-fach auf- 
treieiide Paar komplexer Lösungefti (x + i A^ , so entspricht diesen Lösungen 
das System der 2 tu. ypredlefn^ Integrale: 

e^^coskx^ x^^coskx, x^^^coskx, ..., x^~^&^^cosXx, 
e^^sinXxy x^^sinXx, x^e^^sinkx, ..., x^~^€?'^si7ikx. 



20. Bestimmte Integrale zwischen komplexen Grenzen. 

Es sei <jp (z) eine der bisher betrachteten Funktionen der kom- 
plexen Variabelen ^, und es mögen 0^ und ^2 irgend zwei fest gewählte 
Einzelwerte von sein. 

Um zu erklären, was wir unter dem bestimmten Integrale: 



(1) 



1; 



{z)dz 



»i 



Fig. 74. 



verstehen wollen, müssen wir auf die S. 84 ff. entwickelten Gesichts- 
punkte zurückgehen. 

Wir zeichnen in der Zahlenebene vom Punkte Zi eine beliebige 
Kurve nach Z2 und wollen diese als y^Integrationskiirve^ benutzen (siehe 
die in Fig. 74 ausgezogene Kurve von Zi nach z^^. 

Nach dem Vorbild der Mafsregeln von 
S. 85 (unten) denken wir diese Kurve in 
lauter einzelnen Schritten dz zurück- 
gelegt, bilden für das an der Stelle z 
gelegene d z das Produkt (p {z)dz und 
erklären die Summe aller auf unsere 
Kurve bezogenen Produkte dieser Art als 
bestimmtes Integral (1). 

Hierbei tritt die fundamentale Frage 
auf, in welcher Weise die Auswahl der 
Integrationskurve auf den entspringenden 
Integralwert einwirkt. 
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Teilweise wird diese Frage beantwortet durch den 

Lehrsatz: Man Jcanfiy ohne dafs der Integralwert ein anderer 
wird, Verschiebungen der Integrationskurve, z. B. von der ursprünglichen 
zu der in Fig, 74 punUierten Gestalt, vornehmen, sofern man nur 
hierbei die fragliche Kurve nicht über gewisse der FunMion (p (z) eigen- 
tümliche Ausnahmepunkte hinwegschiebt 

Zum Beweise dieses Satzes, sowie zu einer ausführlichen Ent- 
wickelung der Theorie der bestimmten Integrale mit komplexen Grenzen 
fehlt hier leider der Raum. 
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